
數學示例：k 向量與 k 餘向量

我們在《數學示例：向量與向量場》和《數學示例：餘向量與 1 形式》中
分別介紹了「向量／向量場」和「餘向量／微分 1 形式」的概念，本文主
旨是把這兩套概念分別推廣為「k 向量／ k 向量場」和「k 餘向量／微分 k
形式」(其中 k 是大於 1 的正整數)，並介紹這兩對概念的相互作用。在以
下討論中，我們考慮的向量空間都是有限維向量空間。

根據上述網頁，向量 v 和餘向量 α 分別是 n 維向量空間 V 和餘向量
空間 V ∗ 的成員，這些成員分別是 V 的有序基底 B = (e1, . . . , en) 的線性組
合和 V ∗ 的有序基底 B∗ = (ϵ1, . . . , ϵn) 的線性組合：

v =
n∑

i=1

viei (1)

α =
n∑

i=1

αiϵi (2)

其中 vi 和 αi 都是實數，分別是 v 和 α 相對於有序基底成員 ei 和 ϵi 的分
量。從以上討論可見，只要確定一個向量空間的有序基底，便隨即確定該
空間的所有成員。

k 向量(k-vector)和k 餘向量(k-covector)是向量和餘向量概念的推廣，它們
分別是向量空間

∧k V 和
∧k V ∗ 的成員。為確定這些成員，只須確定這些

空間的有序基底，而這些有序基底是由 B 和 B∗ 的成員建構而成的，它們
分別是 ∧k

B = (ei1 ∧ . . . ∧ eik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n) (3)∧k
B∗ = (ϵi1 ∧ . . . ∧ ϵik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n) (4)

以上有序基底的成員是從 e1 至 en 以及從 ϵ1 至 ϵn 中 (不重覆地) 抽取 k 個
出來，然後按其下標從小到大把它們排列，並用 ∧ 號連接起來1。以上抽

1在流形分析中，∧ 是代表「楔積」(wedge product) 的符號，因此這個符號有特殊意義，
這一點要在我們介紹楔積後才能闡明，請參閱《數學示例：楔積與內部積》。
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取法的總數，即 C(n, k) = n!
k!(n−k)!

，就是以上有序基底的成員數目，也就是∧k V 和
∧k V ∗ 的維度。

∧k V 和
∧k V ∗ 的成員就是上述有序基底的線性組

合，換句話說，
∧k V 的成員 v 和

∧k V ∗ 的成員 α 分別具有以下形式：

v =
∑

1≤i1<...<ik≤n

vi1...ikei1 ∧ . . . ∧ eik (5)

α =
∑

1≤i1<...<ik≤n

αi1...ikϵi1 ∧ . . . ∧ ϵik (6)

其中 vi1...ik 和 αi1...ik 都是實數，分別是 v 和 α 相對於有序基底成員
ei1 ∧ . . . ∧ eik 和 ϵi1 ∧ . . . ∧ ϵik 的分量。

舉例說，考慮
∧2 R3 和

∧2(R3)∗。根據 (3) 和 (4)，這兩個空間的有序
基底應各有 C(3, 2) = 3 個成員，即

(e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3)

(ϵ1 ∧ ϵ2, ϵ1 ∧ ϵ3, ϵ2 ∧ ϵ3)

因此
∧2 R3 和

∧2(R3)∗ 都是 3 維向量空間。
∧2 R3 的成員 v 和

∧2(R3)∗ 的
成員 α 分別具有以下形式：

v = v12e1 ∧ e2 + v13e1 ∧ e3 + v23e2 ∧ e3

α = α12ϵ1 ∧ ϵ2 + α13ϵ1 ∧ ϵ3 + α23ϵ2 ∧ ϵ3

例如
vI = −4e1 ∧ e2 + 5e1 ∧ e3 − 6e2 ∧ e3 (7)

便是
∧2 R3 的一個成員；

αI = −4ϵ1 ∧ ϵ2 + 5ϵ1 ∧ ϵ3 − 6ϵ2 ∧ ϵ3 (8)

則是
∧2(R3)∗ 的一個成員。

根據我們在《數學示例：向量與向量場》和《數學示例：餘向量與 1 形
式》的討論，向量和餘向量除了是向量空間的成員外，也是函數，其中餘向
量是以向量為論元的線性實值函數；反過來，向量可被看成以餘向量為論
元的線性實值函數。如要了解餘向量和向量的作用，只須了解 B∗ 各個成員
對 B 各個成員的作用以及 B 各個成員對 B∗ 各個成員的作用。具體地說，
我們有 (下面的 (9) 等於《數學示例：餘向量與 1 形式》中的 (7)，其中 δij
是該網頁介紹的「克羅內克 δ 函數」(見該網頁的 (8))，下面的 (10) 則是根
據向量和餘向量的相互對稱性質從 (9) 推得的)：

ϵi(ej) = δij (1 ≤ i, j ≤ n) (9)
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ei(ϵj) = δij (1 ≤ i, j ≤ n) (10)

類似地，k 向量和 k 餘向量除了是向量空間的成員外，也是函數，其中 k
餘向量是一種以 k 個向量組成的有序 k 元組為論元的多重線性實值函數。
反過來，k 向量可被看成一種以 k 個餘向量組成的有序 k 元組為論元的多
重線性實值函數。從形式上說，設 V 為向量空間，V ∗ 為相應的餘向量空
間，則 k 餘向量就是一種具有 α : V k → R 形式的多重線性函數 α，而 k
向量則是一種具有 v : (V ∗)k → R 形式的多重線性函數 v。這裡「多重線性
(multilinear) 函數」是指對其每個論元都有線性性質的函數，具體地說，設
α ∈

∧k V ∗，則對任何 v1, . . . , vk, w1, . . . , wk ∈ V，c ∈ R，均有

α(v1 + w1, v2, . . . , vk) = α(v1, v2, . . . , vk) + α(w1, v2, . . . , vk)
... (11)

α(v1, . . . , vk−1, vk + wk) = α(v1, . . . , vk−1, vk) + α(v1, . . . , vk−1, wk)

α(cv1, v2, . . . , vk) = cα(v1, v2, . . . , vk)
... (12)

α(v1, . . . , vk−1, cvk) = cα(v1, . . . , vk−1, vk)

類似地，設 v ∈
∧k V，則對任何 α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ V ∗，c ∈ R，均有

v(α1 + β1, α2, . . . , αk) = v(α1, α2, . . . , αk) + α(β1, α2, . . . , αk)
... (13)

v(α1, . . . , αk−1, αk + βk) = v(α1, . . . , αk−1, αk) + v(α1, . . . , αk−1, βk)

v(cα1, α2, . . . , αk) = cv(α1, α2, . . . , αk)
... (14)

v(α1, . . . , αk−1, cαk) = cv(α1, . . . , αk−1, αk)

k 餘向量和 k 向量除了具有作為函數的多重線性性質外，也具有作為向量
空間成員的線性性質。具體地說，設 α, β ∈

∧k V ∗，則對任何 v1, . . . , vk ∈ V，
c ∈ R，均有

(α + β)(v1, . . . , vk) = α(v1, . . . , vk) + β(v1, . . . , vk) (15)

(cα)(v1, . . . , vk) = cα(v1, . . . , vk) (16)

類似地，設 v, w ∈
∧k V，則對任何 α1, . . . , αk ∈ V ∗，c ∈ R，均有

(v + w)(α1, . . . , αk) = v(α1, . . . , αk) + w(α1, . . . , αk) (17)

(cv)(α1, . . . , αk) = cv(α1, . . . , αk) (18)
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如要了解 k 餘向量和 k 向量的作用，只須了解
∧k B∗ 各個成員對任意 k 個

B 成員的作用以及
∧k B 各個成員對任意 k 個 B∗ 成員的作用。具體地說，

我們有 (在下式中，| | 代表行列式)：

ϵi1 ∧ . . . ∧ ϵik(ej1 , . . . , ejk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ϵi1(ej1) . . . ϵi1(ejk)...
ϵik(ej1) . . . ϵik(ejk)

∣∣∣∣∣∣∣ (19)

ei1 ∧ . . . ∧ eik(ϵj1 , . . . , ϵjk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ei1(ϵj1) . . . ei1(ϵjk)...
eik(ϵj1) . . . eik(ϵjk)

∣∣∣∣∣∣∣ (20)

把 k 餘向量和 k 向量分別表示成 (6) 和 (5) 的形式，以及把 k 個向量和
k 個餘向量分別表示成 (1) 和 (2) 的形式，並利用 k 餘向量和 k 向量作為
函數的多重線性性質 (即 (11) － (14))、作為向量空間成員的線性性質 (即
(15) － (18)) 以及以上兩式，便可求得任意 k 餘向量對任意 k 個向量的作
用以及任意 k 向量對任意 k 個餘向量的作用。

不過，如直接用以上方法進行計算，計算過程會頗為繁冗，因此以下先
進行較簡單的計算，看看能否從中總結出一些規律。為此，以下首先按上
段所述步驟求 ϵ1 ∧ ϵ2([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )：

ϵ1 ∧ ϵ2([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )

= ϵ1 ∧ ϵ2(e1 − 2e3, 3e2)

= 3ϵ1 ∧ ϵ2(e1, e2)− 6ϵ1 ∧ ϵ2(e3, e2)

= 3

∣∣∣∣ ϵ1(e1) ϵ1(e2)
ϵ2(e1) ϵ2(e2)

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣ ϵ1(e3) ϵ1(e2)
ϵ2(e3) ϵ2(e2)

∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣ 0 0
0 1

∣∣∣∣
= (3)(1)− (6)(0)

= 3

不難把以上計算結果推廣到一般情況：

ϵ1 ∧ ϵ2([v11, v12, v13]
T , [v21, v22, v23]

T ) = v11v22 − v12v21

=

∣∣∣∣ v11 v21
v12 v22

∣∣∣∣
此外，還有以下結果：

ϵ1 ∧ ϵ3([v11, v12, v13]
T , [v21, v22, v23]

T ) = v11v23 − v13v21
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=

∣∣∣∣ v11 v21
v13 v23

∣∣∣∣
ϵ2 ∧ ϵ3([v11, v12, v13]

T , [v21, v22, v23]
T ) = v12v23 − v13v22

=

∣∣∣∣ v12 v22
v13 v23

∣∣∣∣
由此可見，把

∧2 V ∗ 中成員 ϵi1 ∧ ϵi2 作用於 V 中任意兩個向量，等於從該
兩個向量取得第 i1 和第 i2 個分量並組成一個方陣，然後求這個方陣的行列
式。由此還可進一步推斷，把

∧k V ∗ 中成員 ϵi1 ∧ . . . ∧ ϵik 作用於 V 中任意
k 個向量，等於從該 k 個向量取得第 i1、...、第 ik 個分量並組成一個方陣，
然後求這個方陣的行列式。

總結出上述規律後，便可求一般 k 餘向量作用於 k 個一般向量的結果，
例如以下是 αI([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T ) 的計算步驟：

αI([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )

= (−4ϵ1 ∧ ϵ2 + 5ϵ1 ∧ ϵ3 − 6ϵ2 ∧ ϵ3)([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )

= −4ϵ1 ∧ ϵ2([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T ) + 5ϵ1 ∧ ϵ3([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )

−6ϵ2 ∧ ϵ3([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T )

= −4

∣∣∣∣ 1 0
0 3

∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣ 1 0
−2 0

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣ 0 3
−2 0

∣∣∣∣
= (−4)(3) + (5)(0)− (6)(6)

= −48

根據 (19) 和 (20) 的相似性，可以推斷只須依循與上面相似的步驟，便可求
得 k 向量作用於 k 個餘向量的結果，例如讀者可自行驗證以下結果：

vI([1, 0,−2], [0, 3, 0]) = −48

我們在前面指出，k 餘向量和 k 向量具有多重線性性質。但由於 (19) 和
(20) 涉及行列式的計算，k 餘向量和 k 向量還具有一種與行列式密切相
關的性質－「交錯 (alternating) 性質」，又稱「反對稱 (skew symmetric)
性質」。根據線性代數，行列式的交錯性質是指，若把某 k × k 方陣的
任意兩行或兩列對調位置，會使該方陣的行列式改變正負號。此一性質也
可表述為，若某 k×k方陣的任意兩行或兩列相同，則該方陣的行列式等於 0。

k 餘向量和 k 向量的交錯性質則是指，若把 k 餘向量 α 和 k 向量 v
的任意兩個不同論元對調位置，會使 α 和 v 的值改變正負號。從形式上說，
設 α ∈

∧k V ∗，v ∈
∧k V，則對任何 v1, . . . , vk ∈ V，α1, . . . , αk ∈ V ∗，均有

α(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk) = −α(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk) (21)

5



v(α1, . . . , αi, . . . , αj, . . . , αk) = −v(α1, . . . , αj, . . . , αi, . . . , αk) (22)

上述性質也可表述為，若 k 餘向量 α 和 k 向量 v 的任意兩個不同論元有相
同的值，則 α 和 v 的值等於 0。從形式上說，設 α ∈

∧k V ∗，v ∈
∧k V，則

對任何 v1, . . . , vk ∈ V，α1, . . . , αk ∈ V ∗，均有

α(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vk) = 0 (23)

v(α1, . . . , αi, . . . , αi, . . . , αk) = 0 (24)

舉例說，讀者可自行計算以下結果：

αI([0, 3, 0]
T , [1, 0,−2]T ) = 48

此一結果與前面算得的 αI([1, 0,−2]T , [0, 3, 0]T ) = −48 相差一個正負號，由
此驗證了 (21)。此外，讀者也可自行計算以下結果：

αI([1, 0,−2]T , [1, 0,−2]T ) = 0

上述結果驗證了 (23)。

總上所述，k 餘向量和 k 向量是分別以 k 個向量和 k 個餘向量為論元，
且具有多重線性和交錯性質的實值函數。事實上，任何具有上述性質的函
數都屬於

∧k V ∗ 或
∧k V，而且可以表示成 (6) 或 (5) 的線性組合形式。

以上是有關一般向量空間上的 k 向量和 k 餘向量的知識，但在流形分
析中，我們並不研究所有 k 向量和 k 餘向量，而是集中研究由切向量和餘
切向量構成的 k 向量和 k 餘向量，這些 k 向量和 k 餘向量可分別稱為k 切
向量(k-tangent vector) 和k 餘切向量(k-cotangent vector)。事實上，給定 m
維流形 M，它的每一點 p處不僅「寄生」著眾多切向量和餘切向量，而且對
應每一個大於 1的正整數 k，還「寄生」著眾多 k 切向量和 k 餘切向量，這
些 k 切向量和 k 餘切向量構成兩個向量空間，分別稱為k 切空間(k-tangent
space)(記作

∧k TpM) 和k 餘切空間(k-cotangent space)(記作
∧k T ∗

pM)。

由於
∧k TpM 和

∧k T ∗
pM 都是向量空間，它們各有其有序基底。當然

我們可以把這兩類有序基底寫成前面 (3) 和 (4) 所示的標準有序基底形式，
但在流形分析中，我們可以應用等式 ei =

∂
∂xi
和 ϵi = dxi

2，把 (3) 和 (4)

改寫成以下形式：

∧k
Bp =

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

∧ . . . ∧ ∂

∂xik

∣∣∣∣
p

: 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m

)
(25)

2這兩個等式分別來自《數學示例：向量與向量場》中的 (5) 和《數學示例：餘向量與
1 形式》中的 (15)。
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∧k
B∗

p = ((dxi1)p ∧ . . . ∧ (dxik)p : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m) (26)

因此「寄生」於 p 點的 k 切向量和 k 餘切向量可以表示成以下線性組合
(以下兩式是 (5) 和 (6) 的改寫)：

vp =
∑

1≤i1<...<ik≤m

vi1...ik
∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

∧ . . . ∧ ∂

∂xik

∣∣∣∣
p

(27)

αp =
∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ik(dxi1)p ∧ . . . ∧ (dxik)p (28)

「寄生」於 p 點的 k 切向量和 k 餘切向量除了是向量空間的成員外，也是具
有多重線性和交錯性質的實值函數。如要了解這些函數的作用，可以運用
以下兩式 (以下兩式是 (19) 和 (20) 的改寫)：

(dxi1)p ∧ . . . ∧ (dxik)p

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xjk

∣∣∣∣
p

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(dxi1)p

(
∂

∂xj1

∣∣∣
p

)
. . . (dxi1)p

(
∂

∂xjk

∣∣∣
p

)
...

(dxik)p

(
∂

∂xj1

∣∣∣
p

)
. . . (dxik)p

(
∂

∂xjk

∣∣∣
p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(29)

∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

∧ . . . ∧ ∂

∂xik

∣∣∣∣
p

((dxj1)p, . . . , (dxjk)p)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂xi1

∣∣∣
p
((dxj1)p) . . . ∂

∂xi1

∣∣∣
p
((dxjk)p)

...
∂

∂xik

∣∣∣
p
((dxj1)p) . . . ∂

∂xik

∣∣∣
p
((dxjk)p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (30)

在計算上述行列式時，要運用以下兩式 (以下兩式是 (9) 和 (10) 的改寫)：

(dxi)p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= δij (1 ≤ i, j ≤ m) (31)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

((dxj)p) = δij (1 ≤ i, j ≤ m) (32)
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接下來讓我們用一個實例說明上述概念，考慮三維流形 R3 及其上的點
(1, 3, 5) 處的 3 切空間

∧3 T(1,3,5)R3 和 3 餘切空間
∧3 T ∗

(1,3,5)R3，這兩個空
間的有序基底都只有 C(3, 3) = 1 個成員，分別為：

∂

∂x1

∣∣∣∣
(1,3,5)

∧ ∂

∂x2

∣∣∣∣
(1,3,5)

∧ ∂

∂x3

∣∣∣∣
(1,3,5)

(dx1)(1,3,5) ∧ (dx2)(1,3,5) ∧ (dx3)(1,3,5)∧3 T(1,3,5)R3 和
∧3 T ∗

(1,3,5)R3 的任何成員可分別表示成上述有序基底成員的
線性組合，例如

(vII)(1,3,5) = 8
∂

∂x1

∣∣∣∣
(1,3,5)

∧ ∂

∂x2

∣∣∣∣
(1,3,5)

∧ ∂

∂x3

∣∣∣∣
(1,3,5)

(33)

便是
∧3 T(1,3,5)R3 的一個成員；

(αII)(1,3,5) = 8(dx1)(1,3,5) ∧ (dx2)(1,3,5) ∧ (dx3)(1,3,5) (34)

則是
∧3 T ∗

(1,3,5)R3 的一個成員。

根據前面的討論，把 (αII)(1,3,5) 作用於 T(1,3,5)R3 中的 3 個向量，或者
把 (vII)(1,3,5) 作用於 T ∗

(1,3,5)R3 中的 3 個餘向量，可各得到一個實數。以下
讓我們計算 (αII)(1,3,5)([1, 0,−2]T(1,3,5), [0, 3, 0]

T
(1,3,5), [2,−1, 3]T(1,3,5))：

(αII)(1,3,5)
(
[1, 0,−2]T(1,3,5), [0, 3, 0]

T
(1,3,5), [2,−1, 3]T(1,3,5)

)
= 8(dx1)(1,3,5) ∧ (dx2)(1,3,5) ∧ (dx3)(1,3,5)

(
[1, 0,−2]T(1,3,5), [0, 3, 0]

T
(1,3,5), [2,−1, 3]T(1,3,5)

)
= 8

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 3 −1

−2 0 3

∣∣∣∣∣∣
= 8× 21

= 168

如前所述，對應每一個大於 1 的正整數和流形 M 的每一點 p，都有一個 k
切空間

∧k TpM 和一個 k 餘切空間
∧k T ∗

pM。現在如果把所有點處的 k 切
空間的所有成員組成一個集合，並把所有點處的 k 餘切空間的所有成員組
成另一個集合，便可分別得到 M 的k 切叢(k-tangent bundle)，記作

∧k TM
和k 餘切叢(k-cotangent bundle)，記作

∧k T ∗M，即∧k
TM = {vp ∈

∧k
TpM : p ∈ M} (35)
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∧k
T ∗M = {αp ∈

∧k
T ∗
pM : p ∈ M} (36)

從 k 切叢和 k 餘切叢可以進一步得到 k 向量場和微分 k 形式的概念。設
M 為流形，則 M 上的k 向量場(k-vector field) 是指以下函數：

v : M →
∧k

TM ; v(x) ∈
∧k

TxM (37)

而 M 上的微分 k 形式(differential k-form) 則是指以下函數：

α : M →
∧k

T ∗M ; α(x) ∈
∧k

T ∗
xM (38)

以上兩式顯示，微分 k 形式與 k 餘切向量的關係類似 k 向量場與 k 向量的
關係，因此微分 k 形式其實就是「k 餘切向量場」。此外，根據我們在《數學
示例：向量與向量場》和《數學示例：餘向量與 1 形式》中有關「纖維叢」
和「截面」的討論，可知 k 向量場和微分 k 形式分別是 k 切叢和 k 餘切叢
的截面，因此可以沿用這兩個網頁的符號，把流形 M 上所有 k 向量場組成
的集合記作 Γ(

∧k TM)，所有微分 k 形式組成的集合則記作 Γ(
∧k T ∗M)。

根據以上定義，k 向量場和微分 k 形式可以表示成以下形式：

v(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤m

vi1...ik(x)
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

∧ . . . ∧ ∂

∂xik

∣∣∣∣
x

(39)

α(x) =
∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ik(x)(dxi1)x ∧ . . . ∧ (dxik)x (40)

以上兩式跟 (27) 和 (28) 非常相似，所不同者僅在於以上兩式帶有可變論
元 x，顯示這是函數 (即 k 向量場和微分 k 形式)，而 (27) 和 (28) 則帶有
固定下標 p，顯示這是單個點上的 k 向量和 k 餘向量。

以下是 R3 上微分 3 形式的例子：

αIII(x1, x2, x3) = (x2
2−x1)(dx1)(x1,x2,x3)∧(dx2)(x1,x2,x3)∧(dx3)(x1,x2,x3) (41)

如把上述函數作用於點 (1, 3, 5)，可得

αIII(1, 3, 5) = 8(dx1)(1,3,5) ∧ (dx2)(1,3,5) ∧ (dx3)(1,3,5)

此即前面討論過的
∧3 T ∗

(1,3,5)R3 中的 3 餘向量 (αII)(1,3,5)。如把上述函數作
用於其他點，便可得到其他點處的 3 餘向量，例如

αIII(−1,−3,−5) = 10(dx1)(1,3,5) ∧ (dx2)(1,3,5) ∧ (dx3)(1,3,5)
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這是
∧3 T ∗

(−1,−3,−5)R3 中的 3 餘向量。

在上述各個概念的定義中，k 被限制為大於 1 的正整數。但在某些情況
下，為使用統一的名稱和符號，可以把上述各個概念推廣到 k 等於 1 的情
況，從而討論「1向量」、「1餘向量」等，以及這些數學對象的集合，如

∧1 TpM、∧1 T ∗
pM 等。容易看到，「1 向量」和「1 餘向量」分別就是《數學示例：向

量與向量場》和《數學示例：餘向量與 1 形式》所介紹的「向量」和「餘
向量」，由此可知對M 的任何點 p，都有

∧1 TpM = TpM 和
∧1 T ∗

pM = T ∗
pM。

再進一步，還可以把上述各個概念推廣到 k等於 0的情況。我們約定，「0向量」
和「0餘向量」都是指純量 (即實數)3，因此 0向量組成的集合和 0餘向量組
成的集合都是指實數集，即對M 的任何點 p，都有

∧0 TpM =
∧0 T ∗

pM = R。
這樣「0 向量場」和「微分 0 形式」都是指把 M 上的點映射為實數的函數，
即 M 上的實值函數，由此我們有 Γ(

∧0 TM) = Γ(
∧0 T ∗M) = RM 4。

在結束前，有必要指出雖然本文一直把 k 向量和 k 餘向量處理成互相
對稱的數學對象，但兩者其實存在差異，一個重要差異是 k 向量有一種獨
特的幾何解釋。我們知道一般的向量 (即 1 向量) 可以表示成一個箭頭，此
一幾何解釋可以推廣到其他低維度 k 向量，請看下圖：

從上圖可以看到，0 向量可以表示成一個點，2 向量可以表示成由兩個箭頭
形成的平行四邊形，3 向量則可以表示成由三個箭頭形成的平行六面體。正
是上述差異 (以及其他差異) 使 k 向量和 k 餘向量各有不同的應用範圍。

連結至數學專題
連結至周家發網頁

3這裡的「0 向量」跟向量代數中的「零向量」是不同的概念，前者是「k 向量」概念的
推廣，根據這裡的約定，是指任何實數；後者則是指向量空間中的「加法單位元」，是一
個特定的向量。

4在集合論中，把以集合 A 為定義域並以集合 B 為對應域的函數組成的集合記作 BA，
因此 M 上的實值函數組成的集合可記作 RM。
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