
數學示例：楔積與內部積

我們在《數學示例：k 向量與 k 餘向量》中介紹了 k 向量和 k 餘向量的概
念。如同一般的數學對象，k 向量和 k 餘向量也可進行各種代數運算。正
如上述網頁所指出的，由於 k 向量和 k 餘向量組成的集合各自構成向量空
間，它們可以進行一般向量空間所具有的加法和純量乘法運算，但這不是
本文要介紹的內容，本文主旨是介紹 k 向量和 k 餘向量的兩種「乘法」運
算－楔積和內部積。

在開始介紹這些運算前，首先重溫上述網頁介紹過的有關 k 餘向量的
基本概念。為免討論過於冗長，以下集中討論

∧k T ∗
pM 中的成員，其中 M

為 m 維流形，p 為其上一點 (儘管以下內容也適用於
∧k V ∗ 中的成員，其

中 V 是一般向量空間)。根據上述網頁，
∧k T ∗

pM 中的成員可以表示成以下
有序基底的線性組合 (下式大致等於上述網頁中的 (26)，但為簡化數式，下
式略去了下標 p)：

(dxi1 ∧ . . . ∧ dxik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m) (1)

以下把上述有序基底的成員稱為「基底 k 餘向量」，它們也可被看成以 k 個
向量為論元的實值函數。把基底 k 餘向量 dxi1 ∧ . . . ∧ dxik 作用於 TpM 中
任意 k 個向量，等於從該 k 個向量取得第 i1、...、第 ik 個分量並組成一個
方陣，然後求這個方陣的行列式。此外，根據上述網頁，上述函數具有多
重線性和交錯性質，其中交錯性質是指若任意兩個論元對調位置，則函數
值會改變正負號。此一性質也可表述為，若任意兩個論元相等，則函數值為 0。

以上重溫了 k 餘向量的知識，接下來要引入新的概念。為此，首先考
慮

∧2 T ∗
pR4 1中的基底 2 餘向量 dx1 ∧ dx3，現把這個基底 2 餘向量作用於

TpR4 中的兩個向量 [1,−2, 3,−4]T 和 [−5, 6,−7, 8]T：

dx1 ∧ dx3([1,−2, 3,−4]T , [−5, 6,−7, 8]T )

=

∣∣∣∣ 1 −5
3 −7

∣∣∣∣
= 8

1這裡只需指明 p ∈ R4，而無需指明它究竟是哪一個點，因為這對以下的討論無關重要。
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在上式中，∧ 符號是基底 2 餘向量 dx1 ∧ dx3 的結構成分；但從另一角度
看，也可把這個符號看成兩個基底 1 餘向量 dx1 和 dx3 之間的某種「乘法」
運算。事實上，在流形分析中，∧ 正是楔積(wedge product)(又稱「外部積」
exterior product) 此一乘法運算的符號，而上述計算可被看成求兩個基底 1
餘向量的楔積。

這麼一來，我們很自然會想到，既然可以求 dx1 與 dx3 的楔積 dx1 ∧ dx3，
那麼應也可求 dx3 與 dx1 的楔積 dx3 ∧ dx1

2。但 dx3 ∧ dx1 究竟是甚麼？根
據與 dx1 ∧ dx3 的類比，dx3 ∧ dx1 應該也是以 TpR4 中的兩個向量為論元
的實值函數。事實上，我們完全可以運用前面提過的方法來求這個函數作
用於任意兩個向量的結果，即把 dx3 ∧ dx1 作用於任意兩個向量，等於從該
兩個向量取得第 3 和第 1 個分量並組成一個方陣，然後求這個方陣的行列
式。以下按照這個方法求 dx3 ∧ dx1 對 [1,−2, 3,−4]T 和 [−5, 6,−7, 8]T 作用
的結果：

dx3 ∧ dx1([1,−2, 3,−4]T , [−5, 6,−7, 8]T )

=

∣∣∣∣ 3 −7
1 −5

∣∣∣∣
= −8

比較以上兩個計算結果，可以看到它們數值相同但正負號相反，這不是偶
然的，因為在進行上述兩個計算的過程中，所得的兩個方陣剛好對調了其
中兩行的位置，而根據線性代數的知識，這樣的兩個方陣的行列式必然數
值相同但正負號相反。由此可以推斷，給定任意兩個向量 v1, v2 ∈ TpR4，都
必然有 dx3 ∧ dx1(v1, v2) = −dx1 ∧ dx3(v1, v2)，我們可以把此一結果表述為
dx3 ∧ dx1 = −dx1 ∧ dx3。

容易看到，上述結論不只適用於 dx3 ∧ dx1 這個特定的楔積，而是適用
於任何兩個基底 1 餘向量的楔積，即給定任意 dxi, dxj ∈

∧1 T ∗
pM，我們有

dxj ∧ dxi = −dxi ∧ dxj (2)

如用文字表述，上式是說，把組成楔積的兩個基底 1 餘向量 dxi 和 dxj 對
調位置，所得楔積會改變正負號。請注意此一性質跟前面介紹的 k 餘向量
作為函數的「交錯」性質很相似，可不妨稱為 k 餘向量作為向量空間成員
的「交錯」性質。如前所述，k 餘向量作為函數的「交錯」性質有另一種表
述方式，因此 k 餘向量作為向量空間成員的「交錯」性質應也有另一種表
述方式：若組成楔積的兩個基底 1 餘向量相同，則所得楔積等於 0。用數
式寫出來，就是

dxi ∧ dxi = 0 (3)

2請注意由於 3 ̸< 1，dx3 ∧ dx1 只能被看成 dx3 與 dx1 的楔積。反之，由於 1 < 3，
dx1 ∧ dx3 既可被看成一個基底 2 餘向量，也可被看成 dx1 與 dx3 的楔積。
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請注意上式中的 0 不是實數 0，而是代表「零 2 餘向量」，即作用於任意兩
個向量所得結果均為實數 0 的 2 餘向量。為驗證這一點，請讀者自行計算
dx1 ∧ dx1([1,−2, 3,−4]T , [−5, 6,−7, 8]T ) = 0。

上述討論的一個重要結論是，對基底 1 餘向量 dxi 和 dxj 進行楔積運
算，即使 i ̸< j，我們總能運用 (2) 或 (3) 把 dxi ∧ dxj 改寫成 2 餘向量的形
式。我們將上述結論總結為：兩個基底 1 餘向量的楔積是一個 2 餘向量。例
如考慮 dx3∧dx1，雖然這個楔積表面上不具有 2 餘向量的形式 (因為 3 ̸< 1)，
但我們可以運用 (2) 得到 dx3 ∧ dx1 = −dx1 ∧ dx3，而 −dx1 ∧ dx3 具有 2 餘
向量的形式。另外又如 dx1∧dx1，雖然這個楔積表面上不具有 2 餘向量的形
式 (因為 1 ̸< 1)，但我們可以運用 (3) 得到 dx1∧dx1 = 0，而 0 是零 2 餘向量。

以上介紹的是兩個基底 1 餘向量之間的楔積，接下來考慮較一般的情況。設
M 為流形，dxi1∧. . .∧dxik 是

∧k T ∗
pM 中的基底 k 餘向量，dxj1∧. . .∧dxjl 則

是
∧l T ∗

pM 中的基底 l 餘向量，那麼對上述 k 餘向量和 l 餘向量進行楔積運
算的結果 dxi1∧. . .∧dxik∧dxj1∧. . .∧dxjl 是一個以 TpM 中 k+l 個向量為論
元的實值函數，把這個函數作用於 k+ l 個向量，等於從這些向量取得第 i1、
...、第 ik、第 j1、...、第 jl 個分量並組成一個方陣，然後求這個方陣的行列式。

舉例說，考慮
∧1 T ∗

pR4 中的基底 1 餘向量 dx4 與
∧2 T ∗

pR4 中的基底 2

餘向量 dx1 ∧ dx2 的楔積 dx4 ∧ dx1 ∧ dx2，這個楔積是一個以 TpR4 中
3 (= 1 + 2) 個向量為論元的實值函數。現按照上段所述方法計算這個函數
作用於 TpR4 上三個向量 [1,−2, 3,−4]T、[−5, 6,−7, 8]T 和 [0, 9, 0,−10]T 的
結果：

dx4 ∧ dx1 ∧ dx2([1,−2, 3,−4]T , [−5, 6,−7, 8]T , [0, 9, 0,−10]T )

=

∣∣∣∣∣∣
−4 8 −10
1 −5 0

−2 6 9

∣∣∣∣∣∣
= 148

根據行列式的性質，不難證明上述楔積也滿足交錯性質：設 dxi1∧. . .∧dxik+l

為某楔積，若把組成這個楔積的任意兩個基底 1 餘向量對調位置，所得楔
積會改變正負號。用數式寫出來，就是 (下式是 (2) 的推廣)：

dxi1 ∧ . . . ∧ dxis ∧ . . . ∧ dxit ∧ . . . ∧ dxik+l

= −dxi1 ∧ . . . ∧ dxit ∧ . . . ∧ dxis ∧ . . . ∧ dxik+l
(4)

上述交錯性質也可表述為：若組成楔積的任意兩個基底 1 餘向量相同，則
所得楔積等於 0。用數式寫出來，就是 (下式是 (3) 的推廣)：

dxi1 ∧ . . . ∧ dxis ∧ . . . ∧ dxis ∧ . . . ∧ dxik+l
= 0 (5)
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上述討論的一個重要結論是，對基底 k 餘向量 dxi1 ∧ . . . ∧ dxik 和基底 l 餘
向量 dxj1 ∧ . . .∧ dxjl 進行楔積運算，即使並非 i1 < . . . < ik < j1 < . . . < jl，
我們總能運用 (4) 或 (5) 把 dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl 改寫成 k + l
餘向量的形式3。我們將上述結論總結為：一個基底 k 餘向量與一個基底 l
餘向量的楔積是一個 k + l 餘向量。

以前面討論過的 dx4 ∧ dx1 ∧ dx2 為例，雖然這個楔積表面上不具有 3
餘向量的形式 (因為並非 4 < 1 < 2)，但我們可以先運用 (4) 一次
得到 dx4 ∧ dx1 ∧ dx2 = −dx1 ∧ dx4 ∧ dx2，然後再運用 (4) 一次得到
−dx1∧dx4∧dx2 = dx1∧dx2∧dx4。由此可得 dx4∧dx1∧dx2 = dx1∧dx2∧dx4，
而 dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 具有 3 餘向量的形式。

接下來考慮一般 k 餘向量與一般 l 餘向量的楔積，根據前面的討論，此一
楔積應是一個 k + l 餘向量。由於一般多重餘向量是基底多重餘向量4的線
性組合，進行上述楔積運算有點類似把兩個多項式相乘，其中 ∧ 符號有點
類似普通的乘號，因此滿足「∧ 對 + 的分配律」(但請注意 ∧ 不滿足交換
律)，而多重餘向量的各個分量則類似多項式的係數，滿足多項式係數的運
算法則。此外，在進行楔積運算時，還要運用前面的 (4) 和 (5) 來把計算結
果改寫成 k + l 餘向量的形式。

以下用一個例子以作說明。考慮
∧1 T ∗

pR4 中的 1 餘向量

αI = 3dx1 − dx2 + 2dx3 (6)

和
∧2 T ∗

pR4 中的 2 餘向量

αII = 2dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4 (7)

以下讓我們計算 αI ∧ αII，此一楔積應是
∧3 T ∗

pR4 中的 3 餘向量：

αI ∧ αII

= (3dx1 − dx2 + 2dx3) ∧ (2dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4)

= (3)(2)dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 + (3)(−5)dx1 ∧ dx3 ∧ dx4

+(−1)(2)dx2 ∧ dx2 ∧ dx4 + (−1)(−5)dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

+(2)(2)dx3 ∧ dx2 ∧ dx4 + (2)(−5)dx3 ∧ dx3 ∧ dx4

= 6dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 − 15dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 − 2(0)

+5dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + 4dx3 ∧ dx2 ∧ dx4 − (10)(0)

= 6dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 − 15dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

3在運用 (4) 時，我們要選擇把組成楔積的哪兩個基底 1 餘向量對調位置，可以證明此
一選擇不會影響把楔積改寫成 k + l 餘向量形式的最終結果。

4這裡「多重餘向量」是 k 餘向量、l 餘向量等的統稱。類似地，以下把微分 k 形式、微
分 l 形式等統稱為「微分多重形式」，把 k 向量、l 向量等統稱為「多重向量」，並把 k 向
量場、l 向量場等統稱為「多重向量場」。
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我們在《數學示例：k 向量與 k 餘向量》中曾指出，純量 (即實數) 可被看
成 0 餘向量。在此一觀點下，純量與 k 餘向量之間的純量乘法也可被看成
一種楔積，即 0 餘向量與 k 餘向量之間的楔積，例如 2dx2 ∧ dx4 便可被寫
成

2 ∧ dx2 ∧ dx4

請注意根據前面的討論，上式是一個 2 (= 0 + 2) 餘向量，與 2dx2 ∧ dx4 一
致。

多重餘向量之間的楔積滿足以下定理。

定理 1：設 α, α1, α2 ∈
∧k T ∗

pM，β, β1, β2 ∈
∧l T ∗

pM，c ∈ R，則

(i) (α1 + α2) ∧ β = α1 ∧ β + α2 ∧ β

(ii) α ∧ (β1 + β2) = α ∧ β1 + α ∧ β2

(iii) (cα) ∧ β = c(α ∧ β)

(iv) α ∧ (cβ) = c(α ∧ β)

上述定理的內容可以概括為：組成楔積的兩個多重餘向量相對於該楔積來
說具有雙重線性性質。

如同一般的乘法，我們可以把多於兩個的多重餘向量組成楔積，而且這
種楔積具有結合性。但跟一般乘法不同，多重餘向量的楔積並不具有交換
性。把組成楔積的兩個相鄰多重餘向量對調位置，可能使楔積相差一個正
負號，以下定理概括楔積運算的上述兩個特點。

定理 2：設 α1 ∈
∧k1 T ∗

pM，α2 ∈
∧k2 T ∗

pM，α3 ∈
∧k3 T ∗

pM，則

(i) (α1 ∧ α2) ∧ α3 = α1 ∧ (α2 ∧ α3)

(ii) α1 ∧ α2 = (−1)k1k2α2 ∧ α1 (8)

以前面討論過的 1 餘向量 αI 和 2 餘向量 αII 為例，根據 (8)，容易求得

αII ∧ αI

= (−1)1×2αI ∧ αII

= αI ∧ αII

= 6dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 − 15dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

讀者可應用前面介紹的方法直接計算 αII ∧ αI，以驗證上述結果。
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以上討論的是多重餘向量之間的楔積。根據《數學示例：k 向量與 k 餘
向量》，微分 k 形式是把流形 M 上的點映射為

∧k T ∗
pM 中的 k 餘向量的

函數，因此我們可以借助此一函數作用來定義微分多重形式之間的楔積。具
體地說，設 α 為微分 k 形式，β 為微分 l 形式，則 α ∧ β 是一個微分 k + l
形式，即一個以 M 上的可變點 x 為輸入，並輸出 k + l 餘向量的函數，這
個函數滿足

(α ∧ β)(x) = α(x) ∧ β(x) (9)

請注意上式右端的 α(x) 和 β(x) 分別是 k 餘向量和 l 餘向量，所以它們的
楔積是 k + l 餘向量，符合我們的要求。可以證明，如上定義的楔積滿足前
面介紹的各個計算方法和定理。

舉例說，考慮 Γ(
∧1 T ∗R4) 中的微分 1 形式

αIII(x1, x2, x3, x4) = 3x1dx1 + (x2x3 − 1)dx2 + 2x4
2dx3 (10)

和 Γ(
∧2 T ∗R4) 中的微分 2 形式

αIV (x1, x2, x3, x4) = (x1 − x4)dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4 (11)

以下讓我們應用 (9) 進行以下計算：

(αIII ∧ αIV )(x1, x2, x3, x4)

= αIII(x1, x2, x3, x4) ∧ αIV (x1, x2, x3, x4)

= (3x1dx1 + (x2x3 − 1)dx2 + 2x4
2dx3) ∧ ((x1 − x4)dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4)

= (3x1)(x1 − x4)dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 + (3x1)(−5)dx1 ∧ dx3 ∧ dx4

+(x2x3 − 1)(x1 − x4)dx2 ∧ dx2 ∧ dx4 + (x2x3 − 1)(−5)dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

+(2x4
2)(x1 − x4)dx3 ∧ dx2 ∧ dx4 + (2x4

2)(−5)dx3 ∧ dx3 ∧ dx4

= (3x1
2 − 3x1x4)dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 − 15x1dx1 ∧ dx3 ∧ dx4

+(−2x1x4
2 − 5x2x3 + 2x4

3 + 5)dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

現在如把 (1, 0, 0,−1) 代入上式中的 (x1, x2, x3, x4)，可得

(αIII∧αIV )(1, 0, 0,−1) = 6dx1∧dx2∧dx4−15dx1∧dx3∧dx4+dx2∧dx3∧dx4

另一方面，如把 (1, 0, 0,−1) 分別代入 αIII 和 αIV 中的 (x1, x2, x3, x4)，可
得

αIII(1, 0, 0,−1) = 3dx1 − dx2 + 2dx3

αIV (1, 0, 0,−1) = 2dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4

以上兩個結果分別等於前面討論過的 αI 和 αII，因此 (αIII∧αIV )(1, 0, 0,−1)
應等於 αI ∧αII，但我們在前面已算得 αI ∧αII = 6dx1∧dx2∧dx4−15dx1∧
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dx3 ∧ dx4 + dx2 ∧ dx3 ∧ dx4，這正與上述結果一致。

以上詳細介紹了多重餘向量和微分多重形式的楔積，由於「多重向量」
和「多重向量場」是分別與「多重餘向量」和「微分多重形式」相平行的概
念，上述楔積概念以及相關的性質和定理也適用於多重向量和多重向量場。
為免重複，本文略去這方面的例子。k 向量和 k 餘向量各自形成的向量空
間連同楔積運算，構成一個代數結構，稱為外代數(exterior algebra)，亦稱

「格拉斯曼代數」(Grassmann algebra)。

楔積是一種「同類積」，參與楔積的兩項必須同為多重餘向量或同為多
重向量。接著讓我們介紹內部積(interior product)，這是一種「異類積」，是
k 餘向量與向量之間的運算5。設 M 為流形，α 為

∧k T ∗
pM 中的 k 餘向量

(k ≥ 1)，w 為 TpM 中的某個特定向量，那麼 α 與 w 的內部積，記作 ιwα，
是

∧k−1 T ∗
pM 中的的 k − 1 餘向量，這個 k − 1 餘向量以 TpM 中的任意

k − 1 個向量 v1、...、vk−1 作為輸入，並輸出以下結果：

ιwα(v1, . . . , vk−1) = α(w, v1, . . . , vk−1) (12)

在上述定義中，α 是 k 餘向量，需要 k 個向量作為其輸入，其中 k−1 個就是
ιwα 的輸入 v1、...、vk−1，餘下 1 個則是 w。粗略地說，把 k 餘向量 α 與向量 w
進行內部積運算的效果就是把 w 變成固定的第一輸入項，因此 ιwα 只能有
k−1個任意輸入項，可以證明如上定義的 ιwα 的確具有 k−1餘向量的性質。

以前面討論過的 2 餘向量 αII 為例，現設有 TpR4 中的特定向量

wI = [1,−2, 3,−4]T (13)

那麼根據上段的討論，ιwI
αII 是一個 1 餘向量。為把 ιwI

αII 寫成
∧1 T ∗

pR4 的
有序基底的線性組合，我們把它作用於 TpR4 中的任意向量 v = [v1, v2, v3, v4]

T，
並根據 (12) 進行以下計算6：

ιwI
αII(v) = αII(wI , v)

= (2dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4)([1,−2, 3,−4]T , [v1, v2, v3, v4]
T )

= 2dx2 ∧ dx4([1,−2, 3,−4]T , [v1, v2, v3, v4]
T )

−5dx3 ∧ dx4([1,−2, 3,−4]T , [v1, v2, v3, v4]
T )

= 2

∣∣∣∣ −2 v2
−4 v4

∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣ 3 v3
−4 v4

∣∣∣∣
5請不要把“interior product”與另一概念“inner product”混淆，為清楚區分這兩者，本

文把這兩者分別譯作「內部積」和「內積」。如欲了解「內積」，請參閱《數學示例：內積
空間》。

6以下計算要應用我們在《數學示例：餘向量與 1 形式》中提過的事實：dxi(v) = vi，
即把 dxi 作用於 v，所得結果是 v 的第 i 個分量。
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= 2(−2v4 + 4v2)− 5(3v4 + 4v3)

= 8v2 − 20v3 − 19v4

= 8dx2(v)− 20dx3(v)− 19dx4(v)

= (8dx2 − 20dx3 − 19dx4)(v)

由於 v 是任意向量，由此可得

ιwI
αII = 8dx2 − 20dx3 − 19dx4

在上述定義中，如果 α 是 1 餘向量，則 ιwα 將是一個 0 餘向量。由於 0 餘
向量需要 0 個輸入值，(12) 變成

ιwα = α(w) (14)

以前面討論過的 1 餘向量 αI 為例，如沿用前述特定向量 wI，那麼根據上
式，我們有

ιwI
αI = αI(wI)

= (3dx1 − dx2 + 2dx3)([1,−2, 3,−4]T )

= 3(1)− (−2) + 2(3)

= 11

k 餘向量與向量的內部積滿足以下定理。

定理 3：設 α, α1, α2 ∈
∧k T ∗

pM，w,w1, w2 ∈ TpM，c ∈ R，則

(i) ιw(α1 + α2) = ιwα1 + ιwα2

(ii) ι(w1+w2)α = ιw1α + ιw2α

(iii) ιw(cα) = c(ιwα)

(iv) ιcwα = c(ιwα)

上述定理的內容可以概括為：參與內部積運算的 k 餘向量和向量相對於該
內部積來說具有雙重線性性質。

根據定義 (12) 計算內部積有時頗為繁瑣，但我們可以運用以下定理計
算基底 k 餘向量與向量 w 的內部積。綜合運用以下定理和「定理 3」便可
求得一般 k 餘向量與 w 的內部積。
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定理 4：設 dxi1 ∧ . . . ∧ dxik 為
∧k T ∗

pM 中的基底 k 餘向量，w ∈ TpM，
則

ιw(dxi1 ∧ . . .∧dxik) =
k∑

s=1

(−1)s−1dxis(w)(dxi1 ∧ . . .∧ d̂xis ∧ . . .∧dxik) (15)

在上式中，d̂xis 代表略去 dxis 這一項。接下來讓我們再算一次 ιwI
αII (請

注意在以下計算中，無需引入任意向量 v，也無需計算行列式)：

ιwI
αII = ιwI

(2dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4)

= 2(ιwI
(dx2 ∧ dx4))− 5(ιwI

(dx3 ∧ dx4))

= 2× ((−1)1−1dx2(wI)(dx4) + (−1)2−1dx4(wI)(dx2))

−5× ((−1)1−1dx3(wI)(dx4) + (−1)2−1dx4(wI)(dx3))

= 2× ((1)(−2)(dx4) + (−1)(−4)(dx2))

−5× ((1)(3)(dx4) + (−1)(−4)(dx3))

= 8dx2 − 20dx3 − 19dx4

這與前面的計算結果一致。

以上介紹的是 k 餘向量與向量之間的內部積，我們可以將此運算推廣
為微分 k 形式與向量場之間的內部積。設 α 為微分 k 形式，w 為向量場，
則 ιwα 是一個微分 k − 1 形式，即一個以 M 上的可變點 x 為輸入，並輸
出 k − 1 餘向量的函數，這個函數滿足

(ιwα)(x) = ιw(x)α(x) (16)

請注意上式右端的 α(x) 和 w(x) 分別是 k 餘向量和向量，所以它們的內部
積是 k− 1 餘向量，符合我們的要求。可以證明，如上定義的內部積滿足前
面介紹的各個計算方法和定理。

以前面討論過的微分 2 形式 αIV 為例，現設有 Γ(TR4) 中的向量場

wII(x1, x2, x3, x4) = [x1, 2x4,−3x4,−4x1]
T (17)

以下讓我們應用 (16)、(12)、「定理 3」和「定理 4」進行以下計算：

(ιwII
αIV )(x1, x2, x3, x4)

= ιwII(x1,x2,x3,x4)αIV (x1, x2, x3, x4)

= ι[x1,2x4,−3x4,−4x1]T ((x1 − x4)dx2 ∧ dx4 − 5dx3 ∧ dx4)

= (x1 − x4)
(
ι[x1,2x4,−3x4,−4x1]T (dx2 ∧ dx4)

)
− 5

(
ι[x1,2x4,−3x4,−4x1]T (dx3 ∧ dx4)

)
= (x1 − x4)(2x4dx4 − (−4x1dx2))− 5× (−3x4dx4 − (−4x1dx3))

= (4x1
2 − 4x1x4)dx2 − 20x1dx3 + (2x1x4 − 2x4

2 + 15x4)dx4
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現在如把 (1, 0, 0,−1) 代入上式中的 (x1, x2, x3, x4)，可得

(ιwII
αIV )(1, 0, 0,−1) = 8dx2 − 20dx3 − 19dx4

另一方面，前面曾指出 αIV (1, 0, 0,−1) 等於前面討論過的 αII，現在如把
(1, 0, 0,−1) 代入 wII 中的 (x1, x2, x3, x4)，可得

wII(1, 0, 0,−1) = [1,−2, 3,−4]T

此一結果等於前面討論過的 wI，因此根據 (16)，(ιwII
αIV )(1, 0, 0,−1) 應等

於 ιwI
αII，但我們在前面已算得 ιwI

αII = 8dx2 − 20dx3 − 19dx4，這正與上
述結果一致。

基於 k 向量與 k 餘向量的對稱性，我們也可定義 k 向量與餘向量之間
的內部積。設 M 為流形，v 為

∧k TpM 中的 k 向量 (k ≥ 1)，β 為 T ∗
pM 中

的某個特定餘向量，那麼 v 與 β 的內部積，記作 ιβv，是
∧k−1 TpM 中的

的 k − 1 向量，這個 k − 1 向量以 T ∗
pM 中的任意 k − 1 個餘向量 α1、...、

αk−1 作為輸入，並輸出以下結果：

ιβv(α1, . . . , αk−1) = v(β, α1, . . . , αk−1) (18)

請注意上式跟 (12) 完全平行，由此可以預期，這種內部積跟 (12) 所定義的內
部積有相同的計算方法和性質，而且還可以推廣為 k 向量場與微分 1形式之
間的內部積，得出與 (16) 平行的公式。但為免重複內容，這裡不作詳細介紹。

連結至數學專題
連結至周家發網頁
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