
數學示例：微分形式的積分

「微分」和「積分」是數學分析中的重要運算，「數學分析」的別名「微
積分」就是由這兩種運算的名稱組合而成。我們在《數學示例：外導數》
中介紹了微分形式的微分 (亦即外導數) 運算，本文主旨是介紹微分形式
的積分運算。跟外導數運算相似，本文介紹的積分運算也是以微分形式
作為輸入，但其輸出卻是實數而非微分形式，因此這種積分運算對應於數
學分析中的「定積分」(definite integral)而非「不定積分」(indefinite integral)。

由於微分形式的積分涉及定向(orientation) 的概念，因此以下先對低維
度 (0 維至 3 維) 流形的定向作出直觀簡介。請注意並非所有流形都有定
向，我們把有定向的流形稱為可定向(orientable) 流形，否則稱為不可定
向(non-orientable) 流形。為簡化討論，以下只討論可定向流形，因此以下
凡提到「流形」，都是指「可定向流形」。

以下讀者將會看到，每一個 n (0 ≤ n ≤ 3) 維流形都有兩種可能定向，
其中一個是 Rn 空間的標準定向(standard orientation)，另一個則是非標準
定向(non-standard orientation)。0 維流形是指由單個的點組成的集合，這
種流形的定向是指派給這些點的 + 號或 − 號，其中 + 號是 R0 的標準定
向，這裡 R0 是僅由 0 這一點組成的集合。

接下來會借助下圖介紹 1 至 3 維流形的定向：

1 維流形的定向是指沿著該流形在任意兩定點 (設為 a 和 b，這兩點不一定
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是流形的端點) 之間流動的兩個可能方向：從 a 流向 b 或從 b 流向 a。1 維
流形上的每一點處都有一個切空間 (即切線)，這個切空間的基底是該點處
的單位切向量，而這個切向量的指向正可反映流形的定向。以上面左圖為
例，該圖展示一條曲線及其上四點處的基底，這些基底顯示這條曲線的定
向是從 a 流向 b (而非相反)。R1 的標準定向是向右方向 (即從較小的實數
流向較大的實數)。

2 維流形的定向是指逆時針／順時針方向。2 維流形上的每一點處都有
一個切空間，這個切空間的基底是兩個互相垂直的單位切向量 (以下稱為 x
和 y)，而把 x 旋轉至 y 的方向正可反映流形的定向。以上面中圖為例，該
圖展示一個曲面及其上五點處的基底 (其中 x 和 y 分別用實線和虛線箭頭
表示)，這些基底顯示這個曲面的定向是逆時針方向。R2 的標準定向是逆時
針方向。

3 維流形的定向是指右手性／左手性方向。3 維流形上的每一點處都有
一個切空間，這個切空間的基底是三個互相垂直的單位切向量 (以下稱為
x、y 和 z)，而這些切向量在空間上的排佈正可反映流形的定向。上面右圖
展示了兩組基底，其中左面的一組呈左手性方向，右面的一組則呈右手性
方向。R3 的標準定向是右手性方向。

接著便可開始介紹微分形式的積分，這類積分具有以下一般形式：∫
R

α (1)

上式由三部分組成：(i) 積分符號
∫
；(ii) k 維積分範圍 R，這是某個帶有

定向的 k 維流形；(iii)被積的微分 k 形式 α。請注意這裡 R 必須帶有定向，
而且其維度必須與 α 的維度一致，即都等於 k。

接下來介紹如何計算 (1)。首先考慮最簡單 (即 k = 0) 的情況，在此情
況下，積分範圍 R 是由單個的點組成的集合，設為 {p}；微分 0 形式 α 是
R 上實值函數，以下記作 f；而上述積分定義如下：∫

{p}
f =

{
f(p), 若 p 的定向是 +

−f(p), 若 p 的定向是 − (2)

上式的意思是說，在 {p} 上對 f 進行積分，等於把函數 f 作用於 p，並按
p 的定向乘以 ±1。舉例說，若有

fI(x) = x+ 2 (3)

並且 0 這一點被指派定向 −，那麼根據上式第二行，我們有∫
{0}
fI = −f1(0) = −2
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若 k > 0，又可區分兩種情況。較簡單的情況是積分範圍 R 是 Rk 空間中的
k 維流形，例如 R 中的區間、R2 中的平面圖形等。在此情況下，設微分 k
形式 α 具有 f(x1, . . . , xk)dx1 ∧ . . . ∧ dxk 的形式；而上述積分定義如下：∫

R

f(x1, . . . , xk)dx1 ∧ . . . ∧ dxk

=

{ ∫
. . .
∫
|R| f(x1, . . . , xk)d(x1, . . . , xk), 若 R 取標準定向

−
∫
. . .
∫
|R| f(x1, . . . , xk)d(x1, . . . , xk), 若 R 取非標準定向 (4)

上式等號左端代表微分 k 形式的積分，右端則代表普通的 (多重) 積分，其
中 |R| 代表把 R 的定向定為標準定向。上式的意思是說，在 R 上對上述微
分 k 形式進行積分，只需把 f(x1, . . . , xk) 當作普通積分中的「被積函數」，
並把 dx1 ∧ . . . ∧ dxk 視作等同普通積分中的符號 d(x1, . . . , xk)，然後運用數
學分析的傳統方法計算 f(x1, . . . , xk) 在 |R| 上的普通積分，並按 R 的定向
乘以 ±1。舉例說，考慮 R2 空間中的 2 維流形 RII = [0, 1]× [0, 2] (以逆時
針方向為定向) 和微分 2 形式

αII = x1x2dx1 ∧ dx2 (5)

由於 RII 取標準定向，我們應用上式第一行計算如下 (請注意在計算以下
的迭代積分時要小心處理積分的上、下限)：∫

RII

αII =

∫ ∫
[0,1]×[0,2]

x1x2d(x1, x2)

=

∫ 2

0

∫ 1

0

x1x2dx1dx2

= 1

較複雜的情況則是積分範圍 R 是被嵌入到比其維度高的空間中的流形，例
如 R2 中的斜線、曲線和 R3 中的斜面、曲面等。在此情況下，我們要為 R確
定一個適當的參數化形式，這實質上涉及變項變換(change of variables) 的
過程 (詳見下文的例子)。變項變換又稱「坐標變換」(change of coordinates)，
就是把某流形上的點從某一坐標系下的坐標變換成另一坐標系下的坐標。
一般的變項變換可表示成如下所示的函數 (下式等於《數學示例：前推與
拉回》中的 (3))：

ψ :M → N ; ψ(y1, . . . , ym) = (x1, . . . , xn), 其中
x1 = x1(y1, . . . , ym), . . . , xn = xn(y1, . . . , ym) (6)

上述函數的作用是把 m 維空間 M (定義域) 中的 (y1, . . . , ym) 坐標變換成
n 維空間 N (對應域) 中的 (x1, . . . , xn) 坐標。若 M 與 N 的定向能互相協
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調，那麼 ψ 是保向(orientation-preserving) 的，否則 ψ 是逆向(orientation-
reversing) 的。

現設有 N 上的 k 維流形 R、N 上的微分 k 形式 α，以及 (6) 所示的
變項變換函數 ψ，我們有以下求積分公式：∫

R

α =

{ ∫
ψ−1(R)

ψ∗α, 若 ψ 是保向的
−
∫
ψ−1(R)

ψ∗α, 若 ψ 是逆向的 (7)

上式的作用是把 N 上的積分變換成 M 上的積分，具體地說，包含兩方面
的變換。首先，積分範圍從 R 變換成 ψ−1(R)，其中 R 是 N 上的 k 維流形，
ψ−1(R)則是 M 上的 k 維流形。其次，被積的微分 k 形式從 α 變換成 ψ∗α。
這裡 ψ∗ 代表函數 ψ 的「拉回」。根據《數學示例：前推與拉回》中的介紹，
若 α是 Γ(

∧k T ∗N)中的微分 k形式，則 ψ∗α是 Γ(
∧k T ∗M)中的微分 k形式。

首先提供微分 1 形式的積分的例子，考慮以下微分 1 形式：

αIII = y2dx+ xdy (8)

積分範圍 RIII 則是如下面左圖所示的拋物線 x = 4 − y2 從 (−5,−3) 點到
(0, 2) 點的一段，這是一個被嵌入到 R2 中的 1 維流形：

以下是 RIII 的一個參數化形式1：

ψIII : [−3, 2] → RIII ; ψIII(t) = (x, y), 其中x = 4− t2, y = t (9)

為用 (7) 求
∫
RIII

αIII，我們進行前述的兩方面變換。首先，讀者可自行驗
證，

ψIII
−1(RIII) = [−3, 2] (10)

此即上面右圖所示實數線上的一段。此外，由於前面規定了 RIII 的方向
是從 (−5,−3) 點流向 (0, 2) 點，ψIII−1(RIII) 則取標準定向，即從較小的

1可以證明，對微分形式進行積分運算的結果並不依賴於被積範圍的參數化形式。
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實數 −3 流向較大的實數 2，而 −3 和 2 正好分別等於 ψIII
−1(−5,−3) 和

ψIII
−1(0, 2)，因此 ψIII

−1(RIII) 與 RIII 的定向互相協調，由此可知 ψIII 是
保向的。

其次求 (ψIII)
∗αIII。沿用《數學示例：前推與拉回》介紹的「代入法」，

先從 (9) 求得：
dx = −2tdt, dy = dt (11)

把 (9) 和 (11) 代入 (8) 等號右端中的 x、y、dx 和 dy，便可求得

(ψIII)
∗αIII = t2(−2tdt) + (4− t2)dt

= (−2t3 − t2 + 4)dt (12)

接著把 (10) 和 (12) 代入 (7) 的第一行的右端 (因為 ψIII 是保向的)：∫
RIII

αIII =

∫
[−3,2]

(−2t3 − t2 + 4)dt

至此我們把積分
∫
RIII

αIII 轉化成較簡單的積分，這個積分的積分範圍
[−3, 2] 是 R 空間中的 1 維流形 (而非被嵌入到較高維空間中的 1 維流形)，
因此可以運用 (4) 的第一行求這個積分。由於

∫ 2

−3
(−2t3 − t2 + 4)dt = 245

6
，

故有 ∫
RIII

αIII =
245

6
(13)

其次提供微分 2 形式的積分的例子，考慮以下微分 2 形式：

αIV = z2dx ∧ dy (14)

積分範圍 RIV 則是單位北半球面，這是一個被嵌入到 R3 中的 2 維流形，
以下是 RIV 的一個參數化形式：

ψIV : [0, 2π]×
[
0,
π

2

]
→ RIV ;

ψIV (s, t) = (x, y, z), 其中x = cos s cos t, y = sin s cos t, z = sin t (15)

為求
∫
RIV

αIV，我們進行兩方面變換。首先，讀者可自行驗證，

ψIV
−1(RIV ) = [0, 2π]×

[
0,
π

2

]
(16)

此外，由於在 [0, 2π] × [0, π
2
] 上 (π

2
, 0)、(π, 0) 和 (0, π

4
) 這三點呈逆時針排

列，而在 RIV 上 ψIV (
π
2
, 0) = (0, 1, 0)、ψIV (π, 0) = (−1, 0, 0) 和 ψIV (0,

π
4
) =

( 1√
2
, 0, 1√

2
) 這三點也是呈逆時針排列，可見 ψIV 是保向的。
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其次求 (ψIV )
∗αIV。沿用前面的方法，先從 (15) 求得

dx = − sin s cos tds− cos s sin tdt
dy = cos s cos tds− sin s sin tdt (17)

dz = cos tdt

把 (15) 和 (17) 代入 (14) 等號右端中的 z、dx 和 dy，便可求得

(ψIV )
∗αIV

= sin2 t(− sin s cos tds− cos s sin tdt) ∧ (cos s cos tds− sin s sin tdt)
= sin3 t cos tds ∧ dt (18)

接著把 (16) 和 (18) 代入 (7) 的第一行的右端 (因為 ψIV 是保向的)：∫
RIV

αIV =

∫
[0,2π]×[0,π2 ]

sin3 t cos tds ∧ dt

至此我們把積分
∫
RIV

αIV 轉化成較簡單的積分，這個積分的積分範圍
[0, 2π]× [0, π

2
]是 R2 空間中的 2維流形 (而非被嵌入到較高維空間中的 2維

流形)，因此可以運用 (4)的第一行求這個積分。由於
∫ π

2

0

∫ 2π

0
sin3 t cos tdsdt =

π
2
，故有 ∫

RIV

αIV =
π

2
(19)

向量分析中有兩種積分－線積分和面積分，分別與以上介紹的微分 1 形式
的積分和微分 2 形式的積分存在對應關係，這是以下要介紹的內容。首先
考慮線積分。一方面，設有以下向量場：

v(x, y, z) = [v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z)]
T (20)

並設 R 為被嵌入到 R3 中且有以下參數化形式的曲線，其中 ψ 是保向的：

ψ : [a, b] → R; ψ(t) = (x, y, z), 其中x = x(t), y = y(t), z = z(t) (21)

則 v 沿著 R 的向量線積分(vector line integral)，記作
∫
R
v · ds (注意這裡用

小寫 s)，可用以下公式計算：∫
R

v · ds =
∫ b

a

[v1(ψ(t)), v2(ψ(t)), v3(ψ(t))]
T ·
[
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

]T
dt (22)

另一方面，利用《數學示例：霍奇星與音樂同構》中的「降號算子」♭ (請參
閱該網頁的 (12))，可以把上述向量場 v 轉化成以下微分 1 形式：

♭v(x, y, z) = v1(x, y, z)dx+ v2(x, y, z)dy + v3(x, y, z)dz (23)
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接著把 ♭v 代入 (7) 第一行 (因為 ψ 是保向的) 中的 α，可得到以下結果：∫
R

♭v =

∫ b

a

ψ∗(♭v) (24)

根據《數學示例：前推與拉回》中的「定理 1」，我們有

ψ∗(♭v) = ψ∗(v1(x, y, z)dx+ v2(x, y, z)dy + v3(x, y, z)dz)

= (v1(ψ(t))dx+ v2(ψ(t))dy + v3(ψ(t))dz)

([
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

]T)
dt

根據 dx、dy、dz 和點積的定義，可以從上式進一步推得

ψ∗(♭v) = [v1(ψ(t)), v2(ψ(t)), v3(ψ(t))]
T ·
[
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

]T
dt (25)

綜合 (22)、(24) 和 (25)，可得到以下重要定理。

定理 1：設 R 和 v 分別為如上定義的曲線和向量場，則∫
R

v · ds =
∫
R

♭v (26)

上述定理告訴我們，向量線積分可被看成微分 1 形式的積分。舉例說，考
慮以下向量場：

vIII = [y2, x]T (27)

以及前面討論過的曲線 RIII。根據 (22)，我們有∫
RIII

vIII · ds =

∫ 2

−3

[t2, 4− t2]T · [−2t, 1]Tdt

=
245

6

另一方面，讀者可自行驗證，♭vIII 等於前面討論過的 αIII，而在前面我們
計算了

∫
RIII

αIII =
245
6
，由此有

∫
RIII

vIII ·ds =
∫
RIII

♭vIII，「定理 1」乃得驗證。

其次考慮面積分。一方面，設 v 為如前面 (20) 所示的向量場，R 為被
嵌入到 R3 中且有以下參數化形式的曲面，其中 ψ 是保向的：

ψ : D → R; ψ(s, t) = (x, y, z), 其中x = x(s, t), y = y(s, t), z = z(s, t) (28)
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則 v 沿著 R 的向量面積分(vector surface integral)，記作
∫∫

R
v · dS (注意這

裡用大寫 S)，可用以下公式計算：∫ ∫
R

v · dS =

∫ ∫
D

[v1(ψ(s, t)), v2(ψ(s, t)), v3(ψ(s, t))]
T

·

([
∂x

∂s
,
∂y

∂s
,
∂z

∂s

]T
×
[
∂x

∂t
,
∂y

∂t
,
∂z

∂t

]T)
d(s, t) (29)

另一方面，利用前述「降號算子」以及《數學示例：霍奇星與音樂同構》中
的「霍奇星算子」⋆ (請參閱該網頁的 (5))，可以把上述向量場 v 轉化成以
下微分 2 形式：

(⋆◦♭)v(x, y, z) = v3(x, y, z)dx∧dy−v2(x, y, z)dx∧dz+v1(x, y, z)dy∧dz (30)

接著把 (⋆ ◦ ♭)v 代入 (7) 第一行 (因為 ψ 是保向的) 中的 α，可得到以下結
果： ∫

R

(⋆ ◦ ♭)v =

∫
D

ψ∗((⋆ ◦ ♭)v) (31)

根據《數學示例：前推與拉回》中的「定理 1」，我們有

ψ∗((⋆ ◦ ♭)v) = ψ∗(v3(x, y, z)dx ∧ dy − v2(x, y, z)dx ∧ dz + v1(x, y, z)dy ∧ dz)
= (v3(ψ(s, t))dx ∧ dy − v2(ψ(s, t))dx ∧ dz + v1(ψ(s, t))dy ∧ dz)([

∂x

∂s
,
∂y

∂s
,
∂z

∂s

]T
,

[
∂x

∂t
,
∂y

∂t
,
∂z

∂t

]T)
d(s, t)

根據 dx ∧ dy、dx ∧ dz、dy ∧ dz 和純量三重積的定義，可以從上式進一步
推得

ψ∗((⋆ ◦ ♭)v) = [v1(ψ(s, t)), v2(ψ(s, t)), v3(ψ(s, t))]
T

·

([
∂x

∂s
,
∂y

∂s
,
∂z

∂s

]T
×
[
∂x

∂t
,
∂y

∂t
,
∂z

∂t

]T)
d(s, t) (32)

綜合 (29)、(31) 和 (32)，可得到以下重要定理。

定理 2：設 R 和 v 分別為如上定義的曲面和向量場，則2∫ ∫
R

v · dS =

∫
R

(⋆ ◦ ♭)v (33)

2請注意本文沿用多元函數微積分和向量分析的習慣，使用多重
∫
符號來表示面積分和

普通的多重積分；但卻沿用流形分析的習慣，僅用一重
∫
符號來表示微分 k 形式的積分

(即使 k > 1)，所以 (33) 等號左右兩端的式子包含不同數目的
∫
符號。
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上述定理告訴我們，向量面積分可被看成微分 2 形式的積分。舉例說，考
慮以下向量場：

vIV = [0, 0, z2]T (34)

以及前面討論過的曲面 RIV。根據 (29)，我們有∫
RIV

vIV · dS =

∫
[0,2π]×[0,π2 ]

[0, 0, sin2 t]T

·([− sin s cos t, cos s cos t, 0]T × [− cos s sin t,− sin s sin t, cos t]T )d(s, t)
=

π

2

另一方面，讀者可自行驗證，(⋆◦♭)vIV 等於前面討論過的 αIV，而在前面我們
計算了

∫
RIV

αIV = π
2
，由此有

∫
RIV

vIV ·dS =
∫
RIV

(⋆◦♭)vIV，「定理 2」乃得驗證。

在傳統數學分析中，變項變換可用來使繁複的積分變得較易計算，公式
(7) 也有這種效用。舉例說，考慮 R2 上的微分 2 形式：

αV =
1

(y − x)2
dx ∧ dy (35)

而積分範圍 RV 則是如下面左圖所示由直線 y − x = 4、y + x = 4 和 x = 1
圍封的黃色範圍：

如用 (4)直接計算
∫
RV

αV，要計算頗為繁複的二重積分。在數學分析中，可

9



使用「變項變換法」計算上述積分，例如用下式把上式中的 (x, y) 坐標變換
成 (s, t) 坐標：

s = y − x, t = y + x (36)

本文介紹的 (7) 實質上是用微分形式的語言來表述變項變換法，以下讓我
們用 (7) 來求

∫
RV

αV。為此，先確定以下變項變換函數：

ψV : R2 → R2; ψV (s, t) = (x, y), 其中x =
−s+ t

2
, y =

s+ t

2
(37)

請注意上述函數其實是 (36) 所示數式的逆函數，即 (36) 可被看成 ψV
−1。

為求
∫
RV

αV，我們進行兩方面變換。首先，把 RV 變換成 ψV
−1(RV )，方法

是利用 (36) 或 (37)(視乎何者較方便計算) 把圍封 RV 的三條以 x、y 為變
項的直線變換成另三條以 s、t 為變項的直線。利用 (36)，容易把 y− x = 4
和 y + x = 4 這兩條直線變換成 s = 4 和 t = 4。利用 (37)，則可把 x = 1
變換成 −s+t

2
= 1，這等價於 t − s = 2。總上所述，ψV −1(RV ) 就是上面右

圖所示的黃色範圍。此外，由於上面左圖中的三條邊 y − x = 4、y + x = 4
和 x = 1 呈逆時針方向排列，而上面右圖中與這三條邊分別對應的 s = 4、
t = 4 和 t− s = 2 卻呈順時針方向排列，可見 ψV 是逆向的。

其次求 (ψV )
∗αV。讀者可自行驗證，沿用前面的方法，可求得

(ψV )
∗αV = − 1

2s2
ds ∧ dt (38)

最後，運用 (7) 的第二行 (因為 ψV 是逆向的) 和 (4) 的第一行進行如下計
算： ∫

RV

αV = −
∫
ψV

−1(RV )

(ψV )
∗αV

= −
∫
ψV

−1(RV )

− 1

2s2
ds ∧ dt

=

∫ 6

4

∫ 4

t−2

1

2s2
dsdt

= ln
√
2− 1

4

連結至數學專題
連結至周家發網頁
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