
感受伽羅瓦：伽羅瓦對應

我們在上一章介紹了伽羅瓦擴張 (即同時具備有限性、正規性和可分性的
域擴張) 的概念，並指出域擴張 E : F 是伽羅瓦擴張，當且僅當它使求伽
羅瓦群的函數 Gal(E : ·) 與求不動域的函數 FixE 互為逆函數。伽羅瓦群與
不動域是一對相對的概念：一方面，給定 E 的某個子域 F，我們可以求伽
羅瓦群 Gal(E : F )，這是 E 上的一個自同構群；另一方面，給定 E 上某
些自同構組成的群 G，我們可以求不動域 FixE(G)，這是 E 的一個子域。
上一章的結論就是，在伽羅瓦擴張下，伽羅瓦群與不動域形成一一對應關係。

不過，在伽羅瓦擴張下，伽羅瓦群與不動域的對應關係還不止此。一方
面，除了 F 外，E 可能還有其他子域 K，使得 F 是 K 的子域，如用 ≤ 代
表「子域」關係，即有 F ≤ K ≤ E。這種介乎 F 與 E 之間的子域稱為中
間域(intermediate field)，而且這些中間域可能不只一個，形成多重子域結
構。就每個中間域 K，我們都可考慮域擴張 E : K。另一方面，除了 G 外，
E 可能還有其他自同構群 H，使得 H 是 G 的子群，而且這些子群可能不
只一個，形成多重子群結構。

如果就 F 與 E 之間的每個中間域 K 計算相應的伽羅瓦群 Gal(E : K)，
並且就 G 的每個子群 H 計算相應的不動域 FixE(H)，我們將會發現
Gal(E : K) 與 FixE(H) 之間存在某種對應關係，可以概括為以下公式：

Gal(E : K) = H (1)

FixE(H) = K (2)

如果中間域 K 和子群 H 滿足上述公式，我們便說 K 與 H 存在對應關係。
現在如果把 (2) 代入 (1)，或者把 (1) 代入 (2)，還可得到以下公式 (即顯示
Gal(E : ·) 與 FixE 互為逆函數的公式)：

Gal(E : FixE(H)) = H (3)

FixE(Gal(E : K)) = K (4)

請注意以上兩條公式是《感受伽羅瓦：伽羅瓦擴張》中公式 (1)和 (2)的推
廣，是把該兩條公式中的 G 和 F 分別改為子群 H 和中間域 K 後所得的
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結果。

如前所述，要令 Gal(E : K) 與 FixE(H) 滿足上述對應關係，有關域擴
張 E : K 必須是伽羅瓦擴張。但可以證明，只要 E : F 是伽羅瓦擴張，並
且 K 是介乎 E 與 F 之間的中間域，則 E : K 必然也是伽羅瓦擴張，因此
只要 E : F 是伽羅瓦擴張，Gal(E : K) 與 FixE(H) 必滿足上述對應關係。

接下來讓我們用一些例子說明上述概念。第一個例子是我們在《感受伽
羅瓦：自同構》中討論過的 Q(

√
3,
√
5) : Q，我們在上述網頁曾指出這個域

擴張使得 Gal(Q(
√
3,
√
5) : ·) 與 FixQ(

√
3,
√
5) 互為逆函數，因此是伽羅瓦擴

張。我們也曾指出擴張域 Q(
√
3,
√
5) 可以寫成以下形式：

{a+ b
√
3 + c

√
5 + d

√
15 : a, b, c, d ∈ Q} (5)

而相關的伽羅瓦群則可寫成以下形式 (為簡化符號，以下把上述網頁中的
θ32 和 θ33 分別改寫為 α 和 β)：

Gal(Q(
√
3,
√
5) : Q) = {I, α, β, αβ} (6)

以下列出上述伽羅瓦群中各個自同構對
√
3 和

√
5 的作用：

I(
√
3) =

√
3 I(

√
5) =

√
5

α(
√
3) = −

√
3 α(

√
5) =

√
5

β(
√
3) =

√
3 β(

√
5) = −

√
5

αβ(
√
3) = −

√
3 αβ(

√
5) = −

√
5

由於確定上述伽羅瓦群的子群比確定上述域與 Q 之間的中間域容易，我們
從較容易的地方入手。讀者可自行驗證，上述伽羅瓦群共有兩個平凡子群：
{I}和 {I, α, β, αβ}本身；以及三個非平凡子群：{I, α}、{I, β}和 {I, αβ}，
現在計算這些子群的不動域。

首先考慮兩個平凡子群，我們有

FixQ(
√
3,

√
5)({I}) = Q(

√
3,
√
5) (7)

FixQ(
√
3,

√
5)({I, α, β, αβ}) = Q (8)

上面第一個等式的理據可根據恆等函數 I 的性質容易求得，而第二個等式
則在《感受伽羅瓦：自同構》中已有解釋，請注意 Q(

√
3,
√
5) 和 Q 都是 Q

與 Q(
√
3,
√
5) 之間的 (平凡) 中間域。

其次考慮其餘三個非平凡子群。由於 α 的不動點包含
√
5 但不包含

√
3，可
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知 {I, α} 的不動域包含所有形如 a + b
√
5 (其中 a, b ∈ Q) 的數，這些數構

成 Q(
√
5)，而這是 Q 與 Q(

√
3,
√
5) 之間的另一個中間域，由此我們有

FixQ(
√
3,
√
5)({I, α}) = Q(

√
5) (9)

同理，由於 β 的不動點包含
√
3 但不包含

√
5，可知 {I, β} 的不動域是

Q(
√
3)，而這是 Q 與 Q(

√
3,
√
5) 之間的另一個中間域，由此我們有

FixQ(
√
3,
√
5)({I, β}) = Q(

√
3) (10)

最後，αβ 的不動點雖然既不包含
√
3 也不包含

√
5，但卻包含

√
15，這是

因為

αβ(
√
15) = αβ(

√
3×

√
5)

= αβ(
√
3)× αβ(

√
5)

= (−
√
3)× (−

√
5)

=
√
15

由此可知 αβ 的不動域是 Q(
√
15)，而這是 Q 與 Q(

√
3,
√
5) 之間的另一個

中間域，由此我們有

FixQ(
√
3,
√
5)({I, αβ}) = Q(

√
15) (11)

根據以上的討論，我們發現 Q 與 Q(
√
3,
√
5) 之間有以下五個中間域：

Q、Q(
√
3,
√
5)、Q(

√
5)、Q(

√
3) 和 Q(

√
15)，現在計算這些中間域相對於

Q(
√
3,
√
5) 的伽羅瓦群。對於首兩個中間域而言，Gal(Q(

√
3,
√
5) : Q) 的結

果見於前面的 (6)，而 Gal(Q(
√
3,
√
5) : Q(

√
3,
√
5)) 則無需計算，這是因為

顯然只有恆等函數 I 才以 Q(
√
3,
√
5) 中的所有元素作為不動點，由此我們

有
Gal(Q(

√
3,
√
5) : Q(

√
3,
√
5)) = {I} (12)

請注意 {I, α, β, αβ} 和 {I} 都是 {I, α, β, αβ} 的 (平凡) 子群。

接著考慮其餘三個中間域。由於 I 和 β 都是以全體有理數和
√
3 作為

不動點的自同構，並且沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
√
3,
√
5) : Q(

√
3)) = {I, β} (13)

同理，由於 I 和 α 都是以全體有理數和
√
5 作為不動點的自同構，並且沒

有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
√
3,
√
5) : Q(

√
5)) = {I, α} (14)
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最後，由於 I 和 αβ 都是以全體有理數和
√
15 作為不動點的自同構，並且

沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
√
3,
√
5) : Q(

√
15)) = {I, αβ} (15)

至此討論了五個不動域和五個伽羅瓦群，前者包括 Q 與 Q(
√
3,
√
5) 之間的

五個中間域，後者包括 {I, α, β, αβ} 的五個子群，在這些中間域與子群中，
Q(

√
3,
√
5)與 {I}、Q(

√
3)與 {I, β}、Q(

√
5)與 {I, α}、Q(

√
15)與 {I, αβ}，

以及 Q 與 {I, α, β, αβ} 分別存在一一對應關係，即這五對中間域和子群各
自滿足上面 (1)− (4) 所示的關係。舉例說，從 (14) 和 (9) 可以看到中間域
Q(

√
5) 與子群 {I, α} 滿足前面的公式 (1) 和 (2)。把 (9) 代入 (14) 並且把

(14) 代入 (9)，還可得到

Gal(Q(
√
3,
√
5) : FixQ(

√
3,
√
5)({I, α})) = {I, α}

FixQ(
√
3,
√
5)(Gal(Q(

√
3,
√
5) : Q(

√
5))) = Q(

√
5)

由此可見 Q(
√
5) 與 {I, α} 也滿足前面的公式 (3) 和 (4)。

由於各個中間域之間存在包含關係，各個子群之間也存在包含關係，我
們可以把這些包含關係表示成「哈斯圖」(Hasse diagram)，現把上列五個
中間域和五個子群的哈斯圖並列於下：

在上述哈斯圖中，由直線連接的兩個中間域／子群之間存在包含關係，即
位置較低者是位置較高者的子域／子群。

此外，前述的一一對應關係在上圖中還有一種特殊表現，即互相對應的
中間域／子群在上面兩個哈斯圖中呈現相反的包含關係。準確地說，若
中間域 K1 與子群 H1 存在對應關係，而中間域 K2 與子群 H2 也存在對
應關係，並且 K1 是 K2 的子域，則 H2 是 H1 的子群。舉例說，中間域
Q(

√
3,
√
5) 與子群 {I} 存在對應關係，而中間域 Q(

√
5) 與子群 {I, α} 也

存在對應關係，並且Q(
√
5)是Q(

√
3,
√
5)的子域，而 {I}則是 {I, α}的子群。
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上例所示中間域與伽羅瓦群的子群之間的對應關係稱為伽羅瓦對應(Galois
correspondence)，為讓讀者對伽羅瓦對應有更深入的認識，現在再舉另一個
例子。這是我們在《感受伽羅瓦：自同構》中討論過的 Q( 3

√
2, ω3) : Q，我

們在上述網頁曾指出這個域擴張使得 Gal(Q( 3
√
2, ω3) : ·)與 FixQ( 3√2,ω3)

互為
逆函數，因此是伽羅瓦擴張。我們也曾指出，擴張域 Q( 3

√
2, ω3) 可以寫成以

下形式：

{a+ b
3
√
2 + c(

3
√
2)2 + dω3 + eω3(

3
√
2) + fω3(

3
√
2)2 : a, b, c, d, e, f ∈ Q} (16)

而相關的伽羅瓦群則可寫成以下形式 (為簡化符號，以下把上述網頁中的
θ52 和 θ53 分別改寫為 γ 和 δ)，

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q) = {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2} (17)

以下列出上述伽羅瓦群中各個自同構對 3
√
2 和 ω3 的作用：

I( 3
√
2) = 3

√
2 I(ω3) = ω3

γ( 3
√
2) = ω3(

3
√
2) γ(ω3) = ω3

2

δ( 3
√
2) = ω3

2( 3
√
2) δ(ω3) = ω3

δ2( 3
√
2) = ω3(

3
√
2) δ2(ω3) = ω3

γδ( 3
√
2) = ω3

2( 3
√
2) γδ(ω3) = ω3

2

γδ2( 3
√
2) = 3

√
2 γδ2(ω3) = ω3

2

如同上一個例子，我們先考慮上述伽羅瓦群的子群。讀者可自行驗證，上
述伽羅瓦群共有兩個平凡子群：{I} 和 {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2} 本身；以及四個
非平凡子群：{I, γδ2}、{I, δ, δ2}、{I, γ} 和 {I, γδ}。

首先考慮兩個平凡子群，根據恆等函數 I 的性質以及我們在《感受伽
羅瓦：自同構》中的討論，我們有

FixQ( 3√2, ω3)
({I}) = Q(

3
√
2, ω3) (18)

FixQ( 3√2, ω3)
({I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2}) = Q (19)

請注意 Q( 3
√
2, ω3) 和 Q 都是 Q 與 Q( 3

√
2, ω3) 之間的 (平凡) 中間域。

其次考慮其餘四個非平凡子群。由於 γδ2 的不動點包含所有有理數和
3
√
2，但不包含 ω3 和 ω3

2，可知 {I, γδ2} 的不動域是 Q( 3
√
2)，而這是 Q 與

Q( 3
√
2, ω3) 之間的另一個中間域，由此我們有

FixQ( 3√2, ω3)
({I, γδ2}) = Q(

3
√
2) (20)

同理，由於 δ 和 δ2 的不動點包含所有有理數和 ω3，但不包含 3
√
2，可知

{I, δ, δ2} 的不動域是 Q(ω3)，而這是 Q 與 Q( 3
√
2, ω3) 之間的另一個中間域，

由此我們有
FixQ( 3√2, ω3)

({I, δ, δ2}) = Q(ω3) (21)
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最後，γ 和 γδ 的不動點雖然既不包含 3
√
2 也不包含 ω3，但 γ 的不動點卻

包含 ω3
2( 3
√
2)(以及所有有理數)，這是因為

γ(ω3
2(

3
√
2)) = (γ(ω3))

2 × γ(
3
√
2)

= (ω3
2)2 × ω3(

3
√
2)

= ω3
2(

3
√
2)

而 γδ 的不動點卻包含 ω3(
3
√
2)(以及所有有理數)，這是因為

γδ(ω3(
3
√
2)) = γδ(ω3)× γδ(

3
√
2)

= ω3
2 × ω3

2(
3
√
2)

= ω3(
3
√
2)

由此可知 {I, γ}的不動域是 Q(ω3
2( 3
√
2))，{I, γδ}的不動域則是 Q(ω3(

3
√
2))，

而這兩個域也都是 Q 與 Q( 3
√
2, ω3) 之間的中間域1，由此我們有

FixQ( 3√2, ω3)
({I, γ}) = Q(ω3

2(
3
√
2)) (22)

FixQ( 3√2, ω3)
({I, γδ}) = Q(ω3(

3
√
2)) (23)

根據以上的討論，我們發現 Q 與 Q( 3
√
2, ω3) 之間有以下六個中間域：Q、

Q( 3
√
2, ω3)、Q( 3

√
2)、Q(ω3)、Q(ω3

2( 3
√
2))和 Q(ω3(

3
√
2))，現在計算這些中間域

相對於 Q( 3
√
2, ω3)的伽羅瓦群。對於首兩個中間域而言，Gal(Q( 3

√
2, ω3) : Q)

的結果見於前面的 (17)，而 Gal(Q( 3
√
2, ω3) : Q( 3

√
2, ω3)) 則如同上例一樣無

需計算，因為我們必有

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q(

3
√
2, ω3)) = {I} (24)

請注意 {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2} 和 {I} 都是 {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2} 的 (平凡) 子群。

接著考慮其餘四個中間域。由於 I 和 γδ2 都是以全體有理數和 3
√
2 作

為不動點的自同構，並且沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q(

3
√
2)) = {I, γδ2} (25)

同理，由於 I、δ 和 δ2 都是以全體有理數和 ω3 作為不動點的自同構，並且
沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q(ω3)) = {I, δ, δ2} (26)

1如要把 ω3
2( 3
√
2) 寫成上面 (16) 中的元素的形式，可以先運用《感受伽羅瓦：二次方

程與複數》中介紹的公式 1 + ω3 + ω3
2 = 0，從而得到 ω3

2 = −1 − ω3，然後便可求得
ω3

2( 3
√
2) = − 3

√
2 − ω3(

3
√
2)，由此可見 ω3

2( 3
√
2) 確是 Q( 3

√
2, ω3) 的元素，而 Q(ω3

2( 3
√
2))

確是 Q( 3
√
2, ω3) 的子域。
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同理，由於 I 和 γδ 是以全體有理數和 ω3(
3
√
2) 作為不動點的自同構，並且

沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q(ω3(

3
√
2))) = {I, γδ} (27)

最後，由於 I 和 γ 是以全體有理數和 ω3
2( 3
√
2) 作為不動點的自同構，並且

沒有其他自同構具有此性質，我們有

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : Q(ω3

2(
3
√
2))) = {I, γ} (28)

至此討論了六個不動域和六個伽羅瓦群，在這些中間域與子群中，Q( 3
√
2, ω3)

與 {I}、Q( 3
√
2) 與 {I, γδ2}、Q(ω3) 與 {I, δ, δ2}、Q(ω3(

3
√
2)) 與 {I, γδ}，以

及 Q(ω3
2( 3
√
2)) 與 {I, γ} 分別存在一一對應關係，即這六對中間域和子群

各自滿足 (1)−(4) 所示的關係。舉例說，從 (26) 和 (21) 可以看到中間域
Q(ω3) 與子群 {I, δ, δ2} 滿足公式 (1) 和 (2)。把 (21) 代入 (26) 並且把 (26)
代入 (21)，還可得到

Gal(Q(
3
√
2, ω3) : FixQ( 3√2,ω3)

({I, δ, δ2})) = {I, δ, δ2}

FixQ( 3√2,ω3)
(Gal(Q(

3
√
2, ω3) : Q(ω3))) = Q(ω3)

由此可見 Q(ω3) 與 {I, δ, δ2} 也滿足公式 (3) 和 (4)。

以下是這六個中間域和六個子群的哈斯圖：

前述中間域／子群的相反包含關係也見於上圖。舉例說，中間域 Q(ω3) 與
子群 {I, δ, δ2} 存在對應關係，而中間域 Q 與子群 {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2} 也存
在對應關係，並且 Q是 Q(ω3)的子域，而 {I, δ, δ2}則是 {I, γ, δ, δ2, γδ, γδ2}
的子群。從上述討論可見，前述的伽羅瓦對應關係在域擴張 Q( 3

√
2, ω3) : Q

上成立。伽羅瓦對應還有其他特殊表現，這是下一章的內容。

連結至數學專題
連結至周家發網頁
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