
感受伽羅瓦：向量空間與子域

在前面各章，我們介紹了與群和環有關的基本理論，群和環分別是包含一
種和兩種運算的重要代數結構。由本章開始，我們將把注意力放在環的一
個重要次類－域之上。但在詳細討論域之前，須先介紹另一種代數結構－
「向量空間」，因為這種代數結構的某些概念在域上有重要應用。

向量(vector) 本來是物理學上的概念，是指一種既有大小又有方向的量，
以區別於只有大小而沒有方向的純量(scalar)。舉例說，溫度、質量、電荷
量等便是純量，而力、速度、電場強度等則是向量。物理學上常用箭頭代表
向量，其中箭頭的長度和方向分別代表向量的大小和方向。

向量除了可用來表示某些物理量外，還可進行數學運算，最重要的運算
有兩種：(i) 我們可以對兩個向量 u⃗ 和 v⃗1進行加法運算，得出另一個向量
u⃗ + v⃗。向量的加法結果可用「平行四邊形法則」求得；(ii) 我們也可以把
一個純量 k 與一個向量 u⃗ 進行純量乘法(scalar multiplication)，得出另一
個向量 ku⃗。純量乘法的直觀意義就是把向量按其原有方向 (若 k > 0) 或反
方向 (若 k < 0) 延長 (若 |k| > 1) 或縮短 (若 |k| < 1)。下面左圖展示運用
「平行四邊形法則」計算 v⃗+ u⃗，右圖則顯示 2u⃗ 是把 u⃗ 按其原有方向延長一
倍的結果。

為方便進行計算，一般會為向量引入一個坐標系 (包括坐標原點、坐標
軸和各條坐標軸上的單位長度)，並為每條坐標軸引入一個單位向量(unit

1以下將沿用學界的習慣，在表示物理學或幾何學上的一般向量時，在代表向量的字母
上加上小箭頭 (單位向量則加上小帽子)；但在表示抽象代數學上的向量時，則不加任何附
加符號。
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vector)，這個單位向量的方向與所在坐標軸的方向一致，其長度則等於所
在坐標軸的單位長度，這樣便可把任何向量唯一地表示成單位向量的線性
組合(linear combination)。線性組合的定義如下：設 v̂1、...、v̂n 為單位向
量，那麼這些單位向量的線性組合就是 a1v̂1 + · · ·+ anv̂n，其中 a1、...、an
是純量，這些純量稱為向量 v⃗ 相對於不同單位向量的分量(component)。

舉例說，下圖顯示一個平面直角坐標系及其上的兩個單位向量 î 和 ĵ
以及 î 和 ĵ 的一個線性組合：î+ 2ĵ。請注意下圖中的單位向量提供了坐標
系的所有信息：這兩個單位向量的共同源點就是坐標原點，兩個單位向量
的方向和長度就是兩個坐標軸的方向以及其上的單位長度。

把向量表示成單位向量的線性組合後，便容易進行向量的加法和純量乘法，
設 âi+ bĵ 和 ĉi+ dĵ 為任意向量，k 為任意純量，則

(âi+ bĵ) + (ĉi+ dĵ) = (a+ c)̂i+ (b+ d)ĵ (1)

k(âi+ bĵ) = kâi+ kbĵ (2)

請注意如果暫時忘記上述兩條公式中的 a、b、c、d、k、î 和 ĵ 所代表的不
同類型的量 (即純量和向量)，把它們統統當作普通實數處理，那麼以上兩
式中的運算完全符合實數的加法和乘法法則。特別地，我們看到純量乘法
對向量加法滿足分配性，即有 (a+ c)̂i = âi+ ĉi 和 k(̂i+ ĵ) = kî+ kĵ2。這
就是把向量表示成單位向量的線性組合的優點，它使我們在進行向量的加
法和純量乘法時，可以沿用實數的加法和乘法法則。

上述例子中的坐標系是直角坐標系，即各坐標軸互相垂直的坐標系，這
是人們最熟悉的坐標系。但在表示向量時，其實也可使用「斜角坐標系」，
即各坐標軸並非互相垂直的坐標系。下圖展示同一個向量 v⃗ (即黑色的向量)
在不同坐標系下的情況，其中藍色的坐標系是直角坐標系，紅色的則是斜
角坐標系：

2另外還可證明，(1) − (2) 所定義的加法和純量乘法運算跟前述用「平行四邊形法則」
進行的向量加法運算以及把向量的純量乘法運算理解為延長／縮短向量的觀點是一致的。
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上圖顯示不同坐標系各有不同的單位向量，其中 ê1 和 ê2 是直角坐標系下
的單位向量，b̂1 和 b̂2 則是斜角坐標系下的單位向量。向量 v⃗ 在不同的坐標
系下有不同的分量，因而表示為不同的形式。在直角坐標系下，⃗v 相對於 ê1
和 ê2 的分量分別是 1 和 2，因而表示為 ê1 + 2ê2；在斜角坐標系下，v⃗ 相
對於 b̂1 和 b̂2 的分量則分別是 3 和 2，因而表示為 3b̂1 + 2b̂2。

斜角坐標系是對傳統直角坐標系的推廣，但請注意在平面上並非任何兩
個單位向量都可構成坐標系。如果兩個單位向量連成一條直線 (即「共線」
colinear)，那麼對於不在這條直線上的點，我們無法求這些點相對於這些單
位向量的分量，因此這兩個單位向量不能構成坐標系。類似地，在三維空
間上也並非任何三個單位向量都可構成坐標系。如果三個單位向量處在同
一個平面上 (即「共面」coplanar)，那麼對於不在這個平面上的點，我們無
法求這些點相對於這些單位向量的分量，因此這三個單位向量也不能構成
坐標系。

以上介紹了物理學或幾何學研究的向量，但我們可以把向量的概念加以
推廣，將之看成一種抽象的數學對象，這種數學對象構成一種獨特的代數
結構－向量空間(vector space)。設 (V,+) 為交換群，(F,+′,×′) 為域，則 V
是 F 上的向量空間，當且僅當對任何 v ∈ V 和 a ∈ F，都可進行純量乘
法，其結果 av ∈ V，而且上述純量乘法運算滿足以下公理 (在以下公理中，
v, w ∈ V，a, b ∈ F，1 是 F 的乘法單位元)：

(i) a(v + w) = av + aw

(ii) (a+′ b)v = av + bv

(iii) (a×′ b)v = a(bv)

(iv) 1v = v
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此外，我們還把上述集合 V 的元素稱為向量，F 的元素稱為純量。

根據上述定義，任何滿足上述運算公理的交換群 (V,+) 和域 (F,+′,×′)
都構成向量空間，而不必考究這些向量和純量是否有物理或幾何意義，以
下提供兩個向量空間的例子。在第一個例子中，我們把 (V,+) 和 (F,+′,×′)
分別定為 (R2,+) 和 (R,+,×)，得到 R 上的向量空間 R2，這個空間的「向
量」是由實數組成的有序對 (即 R2 的成員)，「純量」則是實數。我們可以
為這個空間定義向量的加法和純量乘法運算法則如下，設 (a, b), (c, d) ∈ R2，
k ∈ R，則

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) (3)

k(a, b) = (ka, kb) (4)

容易看到，這個向量空間上的向量與前述物理學上的平面向量是互相對應
的，例如平面向量 âi+ bĵ 對應著有序對 (a, b)，而 (3)− (4) 所定義的加法
和純量乘法運算法則跟前面 (1) − (2) 所定義的同類運算法是一模一樣的。
此外，也容易看到這個向量空間上的純量乘法滿足上述各條公理。

在第二個例子中，我們把 (V,+)和 (F,+′,×′)分別定為 (Q[x],+)和 (Q,+,×)，
得到 Q 上的向量空間 Q[x]，這個空間的「向量」是有理係數多項式，「純
量」則是有理數。容易看到，任意有理數與有理係數多項式之間都可進行
純量乘法，其結果是有理係數多項式，例如有理數 1

3
與有理係數多項式

6x2 − 5x+ 1
2
進行純量乘法的結果是有理係數多項式 2x2 − 5

3
x+ 1

6
，而且這

種純量乘法運算滿足上述各條公理。

前面提過，可以為向量引入坐標系，即確定一些單位向量，並把任何向
量唯一地表示成這些單位向量的線性組合。請注意這裡包含兩個要求：
(i) 任何向量都可表示成單位向量的線性組合；(ii) 上述線性組合是唯一
的。上述概念也可推廣至一般的向量空間，從而得到基底(basis) 的概念。
設有一個 F 上的向量空間 V，這個向量空間的基底是 V 的一個子集
W = {v1, . . . , vn} (其中各個 vi (1 ≤ i ≤ n) 稱為基底向量(basis vector)) 使
得 (i)V 中任何元素都可表示成各個基底向量的線性組合，並且 (ii) 上述線
性組合是唯一的，即任何 v ∈ V 都可唯一地表示成 v = a1v1 + · · · + anvn，
其中 a1, . . . an ∈ F。根據上述定義，基底向量起著類似單位向量的作用，而
上述定義中的各個 ai (1 ≤ i ≤ n) 則可稱為 v 相對於 vi 的分量。

以 R 上的向量空間 R2 為例，這個空間的一個基底是 W1 = {(1, 0), (0, 1)}，
這是因為 R2 中的任何元素 (a, b)都可唯一地表示成 (a, b) = a(1, 0)+b(0, 1)，
例如 (2,−3) = (2)(1, 0)+(−3)(0, 1)。另外又如 Q上的向量空間 Q[x]，這個空
間的一個基底是無窮集合 W2 = {1, x, x2, x3, . . . , xn, . . .}，這是因為 Q[x] 中
的任何元素 a0+ · · ·+anx

n 都可唯一地表示成 a0+ · · ·+anx
n = a0(1)+ · · ·+
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an(x
n)+0(xn+1)+· · ·，例如 2x2− 5

3
x+ 1

6
= 1

6
(1)+(−5

3
)(x)+2(x2)+0(x3)+· · ·。

一個向量空間往往不只一個基底，以 R 上的向量空間 R2 為例，除了
前述的 W1 外，這個空間的基底還可以是 W3 = {(1, 1), (1,−1)}，這是因為
(a, b) 可唯一地表示成

(a, b) =

(
a+ b

2

)
(1, 1) +

(
a− b

2

)
(1,−1)

例如 (2,−3) = −1
2
(1, 1)+ 5

2
(1,−1)。另外又如Q上的向量空間Q[x]，除了前述

的W2外，這個空間的基底還可以是W4 = {1+x2, x+x3, 1
2
x2, 2x3, x4, x5, . . . ,

xn, . . .}，這是因為 a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · + anx

n 可唯一地表
示成

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·+ anx

n

= a0(1 + x2) + a1(x+ x3) + (2a2 − 2a0)

(
1

2
x2

)
+

(
a3 − a1

2

)
(2x3) +

a4(x
4) + · · ·+ an(x

n) + 0(xn+1) + · · ·

例如 2x2− 5
3
x+ 1

6
= 1

6
(1+x2)+(−5

3
)(x+x3)+ 11

3
(1
2
x2)+(5

6
)(2x3)+0(x4)+· · ·。

前面說過，並非任何單位向量的集合都可構成坐標系；同樣，就某個向
量空間而言，並非其中任何向量的集合都可構成基底。為了精確地說明某
向量集合構成基底所須滿足的條件，以下先引入「生成空間」、「線性相
關」、「線性獨立」等概念。

設有域 F 上的向量空間 V，W = {v1, . . . , vn} 是 V 的子集，我們把 W 中
各個向量的所有線性組合稱為 W 的生成空間(span)，記作 ⟨v1, . . . , vn⟩，即

⟨v1, . . . , vn⟩ = {a1v1 + · · ·+ anvn : a1, . . . , an ∈ F}

向量集合 W 是線性相關(linearly dependent) 的當且僅當存在 a1, . . . , an ∈
F，其中 a1、...、an 不全為 0，使得 a1v1+ · · ·+anvn = 03；否則這個集合是線
性獨立(linearly independent)的，或者換句話說，如有 a1v1+ · · ·+anvn = 0，
則必有 a1 = · · · = an = 0，則 W 是線性獨立的。具備上述概念，我們便可
以寫出 W = {v1, . . . , vn} 構成向量空間 V 的基底所須滿足的條件如下：(i)
⟨v1, . . . , vn⟩ = V；(ii) W 是線性獨立的。

以前面討論過的 R 上的向量空間 R2 和向量集合 W1 = {(1, 0), (0, 1)}
3由於 V 和 F 中都有加法單位元，兩者都記作 0，這裡要小心分辨究竟是指哪一個 0，

一般來說根據上下文不難判斷是指哪個 0，例如在 a1 ̸= 0 中的 0 是指 F 中的 0；而在
a1v1 + · · ·+ anvn = 0 中的 0 則是指 V 中的 0。
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為例，可以證明 W1 滿足上述兩個條件，因而是 R2 的基底。首先，要證明
(i) ⟨(1, 0), (0, 1)⟩ = R2，證明步驟如下：

⟨(1, 0), (0, 1)⟩ = {a(1, 0) + b(0, 1) : a, b ∈ R}
= {(a, b) : a, b ∈ R}
= R2

其次，要證明 (ii) W1 是線性獨立的。為此，假設 a(1, 0) + b(0, 1) = (0, 0)，
並解出 a 和 b 如下：

a(1, 0) + b(0, 1) = (0, 0)

(a, b) = (0, 0)

由此必有 a = b = 0，證得 W1 是線性獨立的4。

只要向量集合 W 違反上述兩個條件之中任何一個，W 便不構成基底，
以下讓我們看 R上的向量空間 R2 的一些反例，首先看違反上述條件 (i)的
一個例子。設 W5 = {(1, 0)}，那麼 W5 違反條件 (i)(但滿足條件 (ii)，請讀
者自行證明這一點)，這是因為

⟨(1, 0)⟩ = {a(1, 0) : a ∈ R}
= {(a, 0) : a ∈ R}
̸= R2

因此 W5 並不構成基底，事實上，容易看到在 R2 中，所有第二坐標不等於
0 的成員 (例如 (1, 1)) 都不能表示成 W5 中成員的線性組合。

其次看違反上述條件 (ii) 的例子。設 W6 = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}，那麼
W6 違反條件 (ii)(但滿足條件 (i)，請讀者自行證明這一點)，即 W6 是
線性相關的，這是因為存在 1,−1 ∈ R，其中 1、−1 不全為 0，使得
(1)(1, 0)+(1)(0, 1)+(−1)(1, 1) = (0, 0)。因此W6 並不構成基底，事實上，R2

中的每個元素雖可表示成 W6 中成員的線性組合，但這些線性組合並不唯
一，這是因為 R2 中的任意成員 (a, b)既可表示成 a(1, 0)+ b(0, 1)+(0)(1, 1)，
又可表示成 (a − 1)(1, 0) + (b − 1)(0, 1) + (1)(1, 1) 等等，例如 (2,−3) =
(2)(1, 0) + (−3)(0, 1) + (0)(1, 1) = (1)(1, 0) + (−4)(0, 1) + (1)(1, 1) 等等。

前面說過，一個向量空間往往不只一個基底，但可以證明，一個向量空
間的任何基底都必然包含相同數目的基底向量，這個數目稱為這個向量空

4當 W 所含向量數目頗多時，上述證明方法會變得很繁複，在線性代數中有一些較簡
便的方法，可用來確定某一向量集合是否線性獨立，但須引入更多概念，本文不擬介紹，
有興趣的讀者請參閱相關書籍。
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間的維度(dimension)。以 R上的向量空間 R2 為例，前面說過 W1 和 W3 都
是這個向量空間的基底，而這兩個基底都包含兩個基底向量，因此我們說
R2 的維度是 2，也可說 R2 是 R 上的二維向量空間。另外又如 Q 上的向量
空間 Q[x]，前面說過 W2 和 W4 都是這個向量空間的基底，而這兩個基底
都包含無限多個基底向量，因此我們說 Q[x] 的維度是 ∞，也可說 Q[x] 是
Q 上的無限維向量空間。

與向量空間有關的理論在線性代數和抽象代數學上有廣闊的應用，其中
一項應用是描述子域(subfield) 的結構。子域的定義跟子環非常相似，給
定一個域 (E,+,×)，其子域就是代數結構 (F,+,×)，其中 F ⊆ E，+ 和
×則是繼承自 (E,+,×)中的同類運算，而 (F,+,×)本身必須滿足域的定義。

舉例說，R 是域 C 的子域，因為 R ⊆ C，而 R 本身是域。特別地，R
中元素在加法和乘法下滿足封閉性，即任何兩個實數相加或相乘，所得結
果都是實數；R 的加法單位元 0 和乘法單位元 1 都是實數；每個實數 a 的
加法逆元 −a 都是實數，而每個非零實數 a 的乘法逆元 1

a
也是實數。

有趣的是，若域 (E,+,×) 有子域 (F,+,×)，則 E 可被看成 F 上的向
量空間，這個向量空間上的「向量」是 E 的元素，「純量」則是 F 的元素，
現在讓我們驗證 E 和 F 的確滿足前面有關向量空間的定義。首先，(E,+)
和 (F,+,×) 當然分別是交換群和域。其次，對任何 v ∈ E 和 a ∈ F，當然
可以進行純量乘法 (也就是域 E 中的乘法)，其結果 av ∈ E，而且上述純量
乘法運算滿足上述四條公理，因為公理 (i)、(iii) 和 (iv) 分別相當於域中乘
法對加法的分配性、乘法的結合性和乘法單位元的性質，而公理 (ii) 可由
域中乘法對加法的分配性以及乘法的交換性推導而來。把域及其子域看成
向量空間的優點是可以把向量空間的某些概念應用於域中，例如可以討論
域相對於某子域的基底和維度。

如前所述，R 是 C 的子域，因此 C 可被看成 R 上的向量空間，其中
的「向量」是複數，「純量」則是實數。這個向量空間的一個基底是 {1, i}，
以下證明這個集合滿足前面有關基底的兩個條件。首先，我們有

⟨1, i⟩ = {a(1) + b(i) : a, b ∈ R}
= {a+ bi : a, b ∈ R}
= C

因此 {1, i}滿足上述條件 (i)。其次，假設 a(1)+ b(i) = 0，即 a+ bi = 0，那
麼根據複數的定義，必然有 a = b = 0，因此 {1, i} 是線性獨立的，即滿足
條件 (ii)。總上所述，{1, i} 是 C 的一個基底。

跟其他向量空間一樣，C 還可以有其他基底。我們在《感受伽羅瓦：環
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的同態與同構》中曾指出，複數除了可以表示成 a+ bi (a, b ∈ R) 的形式外，
也可表示成 a+ bι (a, b ∈ R) 的形式 (以及其他無限種不同形式)，其中 ι 相
等於一般複數表示形式下的

√
5i，以下讓我們證明 {1, ι} 也滿足前面有關

基底的兩個條件。首先，我們有

⟨1, ι⟩ = {a(1) + b(ι) : a, b ∈ R}
= {a+ bι : a, b ∈ R}
= {a+ b(

√
5i) : a, b ∈ R}

= {a+
√
5b(i) : a, b ∈ R}

= C

請注意若 b 是實數，則
√
5b 也是實數；反過來，任何實數 c 都可以表達

成
√
5b 的形式 (取 b = c√

5
即可)，因此上面最後一行是合理的，由此證得

{1, ι} 滿足上述條件 (i)。其次，假設 a(1) + b(ι) = 0，即 a+
√
5bi = 0，那

麼根據複數的定義，必然有 a =
√
5b = 0，即 a = b = 0，因此 {1, ι} 是線

性獨立的，即滿足條件 (ii)。總上所述，{1, ι} 是 C 的另一個基底。

由此可見，C 的基底 {1, i} 和 {1, ι}(以及其他無限多個基底) 都含有兩
個元素，因此 C 是 R 上的二維向量空間，這就是我們在前面各章中曾多次
指出複數是二維實數的理據。

連結至數學專題
連結至周家發網頁

8

http://chowkafat.net/Math/Galois12.pdf
http://chowkafat.net/Mathtopic.html
http://chowkafat.net/home.html

