
數學示例：愛恩斯坦求和約定

我們在中學時代學習了一種用
∑
符號表示「求和」(summation) 運算的方

法，這種表示法可以用一個簡單例子予以概括：

4∑
i=1

aixi = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 (1)

在上式中，i 稱為虛擬指標(dummy index)，是求和運算的對象。上述方法
既簡單又易用，能夠應付一般的需要。可是，如果求和運算涉及多個虛擬
指標和

∑
符號，例如在張量分析和黎曼幾何的應用中，上述表示法便會變

得相當冗贅。舉例說，下式便表示 3 維空間 R3 上的一個「混合張量」(我
們會另文介紹「張量」)：

3∑
g=1

3∑
h=1

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

T gh
ijk eg ⊗ eh ⊗ ϵi ⊗ ϵj ⊗ ϵk (2)

如把上式的
∑
符號展開，可得到以下包含 243 項的數式：

T 11
111 e1 ⊗ e1 ⊗ ϵ1 ⊗ ϵ1 ⊗ ϵ1 + T 11

112 e1 ⊗ e1 ⊗ ϵ1 ⊗ ϵ1 ⊗ ϵ2 + . . .

. . . +T 33
332 e3 ⊗ e3 ⊗ ϵ3 ⊗ ϵ3 ⊗ ϵ2 + T 33

333 e3 ⊗ e3 ⊗ ϵ3 ⊗ ϵ3 ⊗ ϵ3 (3)

雖然 (2) 已大大簡化了 (3)，但由於在張量分析和黎曼幾何中要經常處理這
些求和運算，如每次都要寫出多重

∑
符號，仍是非常繁冗的事。本文主

旨是介紹一種簡化表示法，由於這種表示法是由愛恩斯坦 (Einstein) 提出，
故稱愛恩斯坦求和約定(Einstein summation convention)(以下簡稱「求和約
定」)。

求和約定可以簡單概括為，如果事先約定一個數學表達式的某個虛擬指
標 i 在整數 i1 和 i2 之間取值 (其中 i1 ≤ i2)，並且 i 在這個表達式的每一
項中都成對出現，其中一個取「上標」(superscript) 形式，另一個取「下標」
(subscript) 形式，這便代表要對這個虛擬指標進行從 i1 加到 i2 的求和運
算，即在這個表達式前隱含著符號

∑i2
i=i1

(而無需寫出這個符號)。此外，在
求和約定下，任何虛擬指標一般不能在一個數學表達式的同一項中出現三
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次或以上。

以 (2) 為例，這個表達式的虛擬指標 g、h、i、j 和 k 都是成對出現，而且
每對都各取上、下標形式，因此如果事先約定 g、h、i、j 和 k 都是在 1 和
3 之間取值，那麼可以把它寫成以下簡化形式：

T gh
ijk eg ⊗ eh ⊗ ϵi ⊗ ϵj ⊗ ϵk (4)

若有關表達式本來並非採取求和約定所規定的形式，便須先把該表達式改
寫成所規定的形式，然後才能運用求和約定。以 (1) 為例，aixi 的虛擬指標
i 雖然成對出現，但並非各取上、下標形式，因此須先把 aixi 改寫成所規定
的形式，然後才能運用求和約定 (這裡還要約定 i 在 1 和 4 之間取值)。據
此，(1) 等號左端在求和約定下可表示成

aixi 或 aix
i (5)

請注意在求和約定下，處於上標位置的指標並不代表冪次。為區別虛擬指
標與冪次，必須把虛擬指標和冪次分別放在括號內和括號外。舉例說，由
於傳統表達式

∑4
i=1 aixi

2 包含冪次，在使用求和約定改寫該式時，須加上
括號以分隔虛擬指標和冪次，即 ai(xi)

2 或 ai(x
i)2。

求和約定並非萬能，當虛擬指標並非成對出現時，便無法使用求和約
定。舉例說，傳統表達式

∑4
i=1 xi 僅包含一個虛擬指標 i，所以無法使用求

和約定改寫該式。此外，如果虛擬指標中至少有一個是冪次，也無法使用
求和約定。舉例說，傳統表達式

∑4
i=1 aix

i 的虛擬指標 i 雖然成對出現，但
其中一個是冪次，所以也無法使用求和約定改寫該式。

一個數學表達式除了虛擬指標外，還可包含其他指標，稱為自由指標(free
index)，以上論述不適用於這些指標。舉例說，在傳統表達式

∑4
j=1 aijxj 中，

i 不是求和運算的對象，因此是自由指標 (只有 j 才是虛擬指標)。雖然 i
在各項中並非成對出現，但這並不妨礙我們運用求和約定，把該式改寫成
aijx

j 或 ajixj。

當然我們也可以事先約定自由指標的取值範圍，但所得結果是多個表達
式，而非對自由指標進行求和運算。以上段討論過的 aijx

j 為例，如果事先
約定自由指標 i 在 1 和 2 之間取值 (而虛擬指標 j 則在 1 和 4 之間取值)，
所得結果將是以下兩式 (以下列出把這兩式展開的結果)：

a1jx
j = a11x

1 + a12x
2 + a13x

3 + a14x
4

a2jx
j = a21x

1 + a22x
2 + a23x

3 + a24x
4

在張量分析中，常常會遇到一些數學表達式，這些表達式包含成對出現，各
取上、下標形式，但卻並不代表求和運算的指標 (故為自由指標)。在此情
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況下，為免產生混淆，可以在這些表達式右側加上「(並非求和)」的註釋，
以註明此一表達式並不代表求和運算。以下式為例，

gii = 0 (i = 1, 2, 3) (並非求和)

在上式中，i 是自由指標，因此上式是說度量張量 g (我們會另文介紹度量
張量) 的三個分量 g11、g22 和 g33 各自等於 0，而非 g11 + g22 + g33 = 0。

用求和約定寫出來的數式可以進行各種代數運算，一種常見的運算是代
入運算。在進行這種運算時，須注意進行代入後所得的數式不可違反求和
約定的要求。舉例說，設給定

yi = aijxj (6)

z = bijy
ixj (7)

如把 (6) 直接代入 (7)，會得到以下結果：

z = bija
ijxjx

j

在上式中，同一項包含四個 j，不符合求和約定的要求。但由於在 (6) 中，j
是虛擬指標，我們可以把它隨意改為不出現於 (7) 的虛擬指標，例如 k，即
把 (6) 改為

yi = aikxk (8)

接著如把 (8) 代入 (7)，並加以整理，便會得到以下符合求和約定要求的結
果：

z = aikbijxkx
j

另一種常見運算是運用乘法對加法的分配律，在進行這種運算時要小心不
要把虛擬指標變成自由指標1。以下式為例，

aij(x
i + yj) (9)

上式應被看成 aij 與 xi + yj 的乘積，因此上式只包含一項，並且 i 和 j 都
是虛擬指標。如事先約定 i 和 j 都在 1 和 2 之間取值，那麼上式可展開成
下式：

a11x
1 + a11y

1 + a12x
1 + a12y

2 + a21x
2 + a21y

1 + a22x
2 + a22y

2

請注意我們不能用乘法對加法的分配律來把 (9) 改寫成以下包含兩項的數
式：

aijx
i + aijy

j (10)

1這裡不是說任何運算都不應改變指標的虛擬／自由性質，代入運算便可以把自由指標
變為虛擬指標。以前面討論過的 (8) 為例，在該數式中，i 是自由指標；但在把 (8) 代入
(7) 後，i 便變成虛擬指標。
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這是因為在上式的第一項中，j 是自由指標，而在第二項中，i 是自由指標。
為方便理解，現用其他字母取代上式中的虛擬指標如下：

akjx
k + aily

l (11)

現在如事先約定 i、j、k 和 l 都在 1 和 2 之間取值，那麼上式可展開為以
下四式 (而非一式)：

a11x
1 + a21x

2 + a11y
1 + a12y

2

a11x
1 + a21x

2 + a21y
1 + a22y

2

a12x
1 + a22x

2 + a11y
1 + a12y

2

a12x
1 + a22x

2 + a21y
1 + a22y

2

由此可見 (9) 並不等於 (10)。

不過，在不改變指標的虛擬／自由性質的前提下，我們卻可以運用乘法
對加法的分配律，而且在某些情況下，必須運用此分配律去理解有關表達
式。舉例說，請看下式：

(aibj + ajbi)x
iyj (12)

如把上式看成 aibj + ajbi 與 xiyj 的乘積，那麼上式只包含一項，而且不符
合求和約定的規定 (因為虛擬指標 i 和 j 在同一項中出現了三次)。可是，
根據乘法對加法的分配律，上式可以改寫成下式：

aibjx
iyj + ajbix

iyj (13)

在上式所包含的兩項中，i 和 j 都是虛擬指標，沒有改變性質，而且上式符
合求和約定的規定，因此上式中分配律的運用是合理而且必要的。

以上介紹的求和約定是較嚴謹的版本 (可稱為「嚴式求和約定」)，但它
還有另一個較寬鬆的版本 (可稱為「寬式求和約定」)，就是只要虛擬指標
i 在表達式的每一項中都成對出現，便代表對 i 進行求和運算。在寬式求和
約定下，(1) 可以簡單改寫成下式 (而無需採取 (5) 那樣的形式)：

aixi (14)

寬式求和約定 (以下簡稱「求和約定」) 可用來簡化線性代數中的某些數式。
在傳統線性代數中，若 A 是 m×m 方陣，則 A 的「跡」(trace) trA 等於
A 主對角線上各項之和，即

∑m
k=1 Akk。若 B 和 C 分別是 l ×m 和 m× n

矩陣，則 B 與 C 的「矩陣積」(matrix product) BC 的第 i 行第 j 列上
的項 (以下記作 (BC)ij) 等於

∑m
k=1 BikCkj。此外，若 v = [v1, . . . , vm]

T 和
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w = [w1, . . . , wm]
T 是 m 維向量，則 v 與 w 的「點積」(dot product) v · w

等於
∑m

k=1 vkwk。運用求和約定，可以把上述三個結果寫成以下形式 (以下
約定 k 在 1 和 m 之間取值)：

tr(A) = Akk (15)

(BC)ij = BikCkj (16)

v · w = vkwk (17)

在介紹其他數式之前，須先引入兩個特殊函數。第一個函數是我們在《數
學示例：餘向量與 1 形式》中介紹的「克羅內克 δ 函數」，簡稱「δ 函數」，
其定義如下：設 i 和 j 有相同的取值範圍，則

δij =

{
1, 若i = j
0, 若i ̸= j

(18)

根據上述定義，我們有 δ11 = 1 (因為 1 = 1) 和 δ12 = 0 (因為 1 ̸= 2)。

第二個函數稱為列維-奇維塔 ϵ 函數(Levi-Civita epsilon)，簡稱「ϵ 函數」，
其定義如下：設 i1、...、im 有相同的取值範圍，則

ϵi1...im =


1, 若 (i1, . . . , im)是 (1, . . . ,m)的偶排列

−1, 若 (i1, . . . , im)是 (1, . . . ,m)的奇排列
0, 若 (i1, . . . , im)不是 (1, . . . ,m)的排列

(19)

在上述定義中，序列 (i1, . . . , im) 是序列 (1, . . . ,m) 的偶 (奇) 排列，如果可
以透過進行偶 (奇)數次對換把 (i1, . . . , im)變成 (1, . . . ,m)，這裡「對換」是
指對調某序列中的兩個 (不一定相鄰的) 元素。舉例說，由於可以透過 2 次
對換把 (3, 1, 2)變成 (1, 2, 3) (先把 3和 1對調，然後再把 3和 2對調)，因此
(3, 1, 2)是 (1, 2, 3)的偶排列，由此有 ϵ312 = 1。另外，由於可以透過 1次對換
把 (1, 3, 2)變成 (1, 2, 3) (把 2和 3對調)，因此 (1, 3, 2)是 (1, 2, 3)的奇排列，
由此有 ϵ132 = −1。最後，由於 (1, 2, 1)不是 (1, 2, 3)的排列，由此有 ϵ121 = 0。

接著介紹以上兩個函數的一些性質。δ 函數的一個重要性質是可用來改
變同項中其他因子的指標，以下用兩個實例以作說明，第一個例子是 (以下
約定 i 在 1 和 m 之間取值)：

δhiAijk = δh1A1jk + . . .+ δhhAhjk + . . .+ δhmAmjk

= 0× A1jk + . . .+ 1× Ahjk + . . .+ 0× Amjk

= Ahjk

我們可以把上述計算結果作以下形象化的理解：δhi 用其指標 i 抵消了同項
中另一個因子 Aijk 的指標 i，並且將其餘下的指標 h 佔據 Aijk 中被抵消指
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標 i 原有的位置。

第二個例子是 (以下約定 k 和 i 均在 1 和 2 之間取值)：

δikAijk = δ11A1j1 + δ12A1j2 + δ21A2j1 + δ22A2j2

= A1j1 + A2j2

= Akjk 或 Aiji

請注意上面最後一行的兩個等價結果都可用前述的「抵消法」得到。在上
例中，δik 的兩個指標 i 和 k 都可成為抵消的對象，從而產生上述兩個結果。
請讀者自行驗證，若用「抵消法」抵消指標 i，所得結果為 Akjk；若用「抵
消法」抵消指標 k，所得結果為 Aiji。

如前所述，ϵi1...im 的值取決於 (i1, . . . , im) 相對於 (1, . . . ,m) 的排列奇偶
性，因此如果把 ϵi1...im 下標中的數字對調偶 (奇) 數次，可得到與 ϵi1...im
相同 (相差一個正負號) 的值。舉例說，我們有 ϵijk = ϵjki = ϵkij 以及
ϵijk = −ϵjik = −ϵikj 等等。

此外，ϵ 函數與 δ 函數存在以下關係 (其中 | | 代表行列式)：

ϵi1...imϵj1...jm =

∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jm

...
δimj1 · · · δimjm

∣∣∣∣∣∣∣ (20)

從上式可以證明以下重要等式 (請注意下式具有求和約定的形式，代表對指
標 i 進行求和運算)：

ϵijkϵigh =

∣∣∣∣ δjg δjh
δkg δkh

∣∣∣∣ = δjgδkh − δjhδkg (21)

接下來介紹如何用求和約定改寫線性代數中的其他數式。在傳統線性代數
中，若 A 是 m × m 方陣，則 A 的「行列式」(determinant) det(A) 等於∑m

i1=1 . . .
∑m

im=1 ϵi1...imA1,i1 . . . Am,im。運用求和約定，可以把上述結果寫成
以下形式 (i1、...、im 在 1 和 m 之間取值)：

det(A) = ϵi1...imA1,i1 . . . Am,im (22)

為驗證上式，以下讓我們用上式計算 2× 2 方陣的行列式如下：∣∣∣∣ A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ = ϵ11A11A21 + ϵ12A11A22 + ϵ21A12A21 + ϵ22A12A22

= 0× A11A21 + 1× A11A22 + (−1)× A12A21 + 0× A12A22

= A11A22 − A12A21
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上述結果與傳統線性代數中 2× 2 方陣的行列式公式一致。

有了行列式的公式 (22)，便可以用求和約定寫出線性代數中某些建基於
行列式的概念的公式。設 v = [v1, v2, v3]和 w = [w1, w2, w3]為 3維向量，則
v 與 w 的「叉積」(cross product) v × w 等於以下行列式 (為方便表達下文
的公式，以下用 (e1, e2, e3) 代表 R3 的有序基底)：∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
由此根據 (22)，可以用求和約定寫出叉積的公式如下 (i、j 和 k 在 1 與 3
之間取值)：

v × w = (ϵijkvjwk)ei (23)

在上式中，ei 是單位向量，所以我們根據通常的習慣把它放在最後位置，而
括弧中的實數則是相對於這個單位向量的分量，因此從上式可以得到下式：

(v × w)i = ϵijkvjwk (24)

請注意在上式中，i 是自由指標 (j 和 k 則是虛擬指標)，而 (v × w)i 代表
v × w 的第 i 個分量。舉例說，設 v 和 w 如上定義，那麼根據 (24)，可求
得 v × w 的第 1 個分量如下：

(v × w)1 = ϵ1jkvjwk

= ϵ111v1w1 + ϵ112v1w2 + ϵ113v1w3

+ϵ121v2w1 + ϵ122v2w2 + ϵ123v2w3

+ϵ131v3w1 + ϵ132v3w2 + ϵ133v3w3

= v2w3 − v3w2

上述結果與用傳統線性代數中叉積公式計算的結果一致。

除了點積和叉積外，向量代數中還有兩個三重積。設 u = [u1, u2, u3] 為
3 維向量，v 和 w 如上定義，則 u、v、w 的「純量三重積」(scalar triple
product) 可定義為 u · (v ×w)，其「向量三重積」(vector triple product) 則
可定義為 u× (v × w)。以下讓我們用求和約定寫出這兩個三重積的計算公
式。首先，根據 (17) 和 (24)，我們有2：

u · (v × w) = ui(v × w)i

2根據線性代數，可以把純量三重積表示成以下行列式：∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
由此運用 (22)，也可得到 (25)。
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= ui(ϵijkvjwk)

= ϵijkuivjwk (25)

其次，根據 (23) 和 (24)，我們有 (以下在運用 (24) 時，我們把 (24) 中的虛
擬指標 i、j 和 k 分別改為 k、g 和 h)：

u× (v × w) = (ϵijkuj(v × w)k)ei

= (ϵijkuj(ϵkghvgwh))ei

= (ϵijkϵkghujvgwh)ei (26)

類似叉積的情況，我們可以從上式得到下式：

(u× (v × w))i = ϵijkϵkghujvgwh (27)

請注意在上式中，i是自由指標 (j、k、g和 h則是虛擬指標)，而 (u×(v×w))i
代表 u× (v × w) 的第 i 個分量。

求和約定還可用來證明線性代數中的某些恆等式，例如

u× (v × w) = (u · w)v − (u · v)w (28)

為證明上式，除了應用前面的結果外，還要用到向量的線性性質，這個性質
是說，若 k 是實數，v 和 w 是向量，則 (kv)i = kvi 以及 (v+w)i = vi +wi。
現證明上式如下：

(u× (v × w))i
= ϵijkϵkghujvgwh (根據 (27))
= ϵkijϵkghujvgwh (ϵ 函數的性質)
= (δigδjh − δihδjg)ujvgwh (根據 (21))
= δigδjhujvgwh − δihδjgujvgwh (乘法對加法的分配律)
= (uj)(δjhwh)(δigvg)− (uj)(δjgvg)(δihwh)
= ujwjvi − ujvjwi (δ 函數的性質)
= (u · w)vi − (u · v)wi (根據 (17))
= ((u · w)v)i − ((u · v)w)i (向量的線性性質)
= ((u · w)v − (u · v)w)i (向量的線性性質)

以上證明了 (28) 等號左右兩端向量的第 i 個分量相等，由於 i 是任意分量，
由此證得 (28) 等號左右兩端的向量相等。

連結至數學專題
連結至周家發網頁
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